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STRUTTURA INTRINSECA
DEL CAMPO ELETTROMAGNETICO )
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SvMMARIVM. — Auctor, perpendens proprietates campi electromaguetici in
- spatio-tempore relativistico, pervenit ad conclusiones novas, quod attinet ad
figuram geometricam intrinsecam, qua campus definitur et ad consectariornm
relativisticorum coaretationem in omnibus spatii repionibus, in quibus campus
elsctromagneticue extenditur. o

1. = Per caratterizzare il campo elettromagnetico, si fa uso comu-
nemente dei noti vettori, uno elettrico ¢ uno magnetico. Ma sappiano
che questi non sono elementi intrinseci riguardati nello spazio-tempo
relativistico, sono componenti di entitd infrinseche, prese relativamente
a piattaforme speeciali di riferimento. .

Quali sono dunque le strutture intrinseche proprie del campo?

MivkowskI per rappresentare il campo ha dato una matrice IFmll,
che ha denominato Kaum-Zeit Vektor 2-ter Art, e questa denominazione al-
Tude gia a un ente geometrico del crondtopo; ma la sua trattazione & stato
puramente analitica, e la figura geometrica & rimasta non descritta
& non sono state dedotte le conseguenze., (3li autorl successivi hanno
sviluppato la stessa trattazione, denotando ente stesso come sestivettore :
- pregevole ed estesa, a questo riguardo & l'esposizione contenuta nel
trattato di Lauw, che pure non si discosta dalla trama minkowskiana.
Le denominazioni originali non devono venir conservate, perchd ora
51 usaio in altro significato, e perché potrebbero indurre in errove,
'_ per esempio, in quello che si tratti di un areale (un bivettore), altro
~enbe a sei componenti nell’S,; il che non &.

(*) Nota presentata il 19 lnglio 1945.

: ',l.l_ ‘dete, vol, IX.
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La metrologia che hanno adopratc Minkowsxi ¢ molti altri frat-
tatisti, & quella abbreviata, ancor pitt sincopata di quella di Gauvss-
Herrz; perché non solamente vengono identificate all’unithd numerica
le costanti ¢, p, dello spazio-etere, ma viene anche eguagliata ad uno
la. velocitd della luce. Con questo si sopprime la differenza fra i due
vettorl elettrici Bl e D, e quella fra i due vettori magnetici H e B, e
viene ad aversi um unico vettore elettrico @ = /DR, e un unico vet-
tore magnetico m =} HB; e questi due vettori, che elevati a quadrato
danno un’cnergia in un volume, finiscono per avere la stessa dimen-
sione fisica, di carattere puramente meccanico. B sempre facile ridurre
le formole complete a formole sincopate cancellando dei coefficienti o
indicando con lo stesso simbolo due grandezze diverse; ma non ¢ ugunal-
mente facile, e si incontra ambiguits, quando si vuol fare il passaggio
inverso, che & necessario per tradurre in valori pratici 1 risultati.

In gquanto segue fard uso della metrologia moderna, completa, che
riconosce una dimensione fisica swi generis alle grandezze elettroma-
gnetiche. Le relazioni che sto per esporre varranno ugualmente per lo
spazio libero e per un dielettrico ideale riguardato macroscopicamente,
ma terrd presente solo il primo dei due casi. Pur distinguendo, anche
nello spazio libero, Bi da D ed H da B, come grandezze fisiche di
natura diversa, fard uso occasionale dei vetbori sincopati e, m, in
qualche formola di passaggio (). Con gueste notazioni, procedo a ri-
serivere le formole di Miwxowskr, e ricavare la figura geometrica cor-
vispondente alla matrice || frelly, © metterla in relazione con le gram-
dezze effettivamente osservabill

2. - Cominciando a fare uso dei veltort sincopati e, 12, ¢ dello
spazio enclideo c¢on una componente Immaginaria avente:

Xy ==, =y,  Wy=2, @y =1,

(1) Poer le notizie o discassioni sopra le diverse mefrologie, ¢ sul modo di
definire le diverse grandesze de! campo, mi riferisco a quanto ho scritto softo il
titolo Grandesse ¢ Unitd Elettriche, «Memorie delln Reale Accademia d’Italias,
HuClasse di scienze fisiche, vol. VIII (aprile 1987), estratio n. 7, pag. 819-396.
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formiamo la matrice }f.| cost

f'gamm,,,z—-*faﬂ f‘:”:ﬂ?,yszw; fizzmzszu

fum"—ie&‘:w_/u; f;;ézmée?:“”fw; f:'m':m'éezz_fd.s

Ia matrice & antisimmetrica ¢ definisce un tensore intrinssco nelio
S; enclideo; denotiamo con

=/

tanto la matrice quanto il tensore, e la trasformozione lineare che da
esso deriva.

Dalla teoria delle matrici sappiamo che una @ antisimmetrica in
un 8, euclideo & dello stesso tipo di quella che ivi definivebbe un gene-
rale atto di moto rigido a origine fissn; cloé essa matrice applicata
al vettori di posizione dei singoli punti, darebbe le loro wvelocith in
un tale atto-di moto. Sapplamo pure che un tale moto, quando & del tipo
. pin generale, consiste in due simultanee velocitd di rotazione w;, w,
"in due giaciture, fra loro iperortogonali (ciod tali che ogni direzione
giacente nell’una & ortogonale a ogni direzione giacente nell’altra). La
figurs, geometrica della @ & cosi trovata: si tratta di una coppia di
piani ipevortogonali uscenti dall’origine, e di dne grandezze scalari
assoclate s questl plani; st ha cosl uno speciale covariante o inva-
rianfe geometrico, e due invarianti scalari. '

L’esistenza del due invarianti secalart era gid state additate da
MingowsKI, senza perd alcun accenno alla figura geometrica. Per tro-
varli con un metodo diretto, basta scrivere 'equazione caratteristica
di Caviey 2 cul la @ dove soddisfare identicamente

it QO+ PP=0
dove Q & la somma dei determinanti minori principali di secondo or-

dine, ciod

Q= [ty [Pyt P+ fﬂza._+ [Pt 1
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mentre * & il determinante dells matrice, a sua volta uguale al qua-
drato del « piafiiano », che &

Pe= ﬁ?fsa"funa / /23

Questi dne P, @ formano una coppia di invarianti razionali, equi-
valente alla coppia dei due invarianti non razionall, e,, w, gia men-
zionati. Volendo rieavare questi nltimi esplicitamente, non vi & che da
sostituire un'incognite scalare {e in luogo della @ ne}l equazione carat-
teristica. Quindi

w-e Qu? ) PP =10

0% Q g
=5 i:\/g — P2
@, 2 4

risultato di ~ui in questa Nota non avremo perd occasione di farve uso.

Per avere una rappresentazione visibile, pensiamo all’ip'erpiano
all'infinito, o, cid che & lo stesso, alla stella entro cui opera la ®.
L’uno e Valtro equivalgono a un S; ellittico, entro cul la ®, rappre-
sentativa di un atto di moto rigido generico, definivebbe un motore,
di quelli studiati da Crisrorp; quindi equivalgono anche a una coppia di
rette, coniugate rispetto all’assoluto, con due scalari associati alle mede-
sime; sono le rette che, promttaﬁg dall’origine dell’S, danno i due piani
1per0rtogonah

Gli autori, studiando linsieme |/, || dal punto di vista puramente
analitico, hanno menzionato un caso singolare. In realtd, se ne possono
verificare due: uno di degenerescenza di prima specie quando [?=0,
il che porta di conseguenza Uannullarsi di uno dei due w, Valtro, di de-
geneyescenza di seconda specie, quando =0, Q=0 mmu]tanea,mente,
1l caso singolare menzionato dagli auntori. Vedresmo

donde

1

questo secondo &
pitt oltre a quali relazioni fisiche corrispondono i due casi,

3. - A questo punto si deve proseguire passando al crondtopo
reale, ¢ al vettori fisici. h
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Conservando da prineipio i vettori sincopati, la matrice, nel cro-
ndtopo Owmyet, soppresso il coefficiente immaginario ¢, che pitt non ci
. oceorre, e soppresso il segno meno nell’nltima colonna, diviene:

: o 0 m, —m, e, |
e 0 My,
Ny, e, 0 e,
ey e, ¢, 0O

Qui i piani che si descrivevano come iperortogonali nell’S, euclideo,
divengono nell’Ozyat pseudoeuclidoo, due piani coniugati rispetto al-
Iipercono assoluto. Per trovarli facclamo una scelta particolare del
quadriedro normale di riferimento, in modo da far coincidere Qwy con
uno di essi piani, Ozt con Paltro, Nella matrice, restano solo ., ¢, cosi:

0 m, 0 0
’ —m, 0 0 0
| O 0 0 e |
| 0 0 e ©

Cid equivale a scegliere una piattaforma di riferimento tale che
il vettore elettrico e il vettore imagnetico risultino sovrapposti fra
loro. Questo & sempre possibile guando la matrice non & degencre di
seconda specie, perchd col cambiamento di piattaforma, cioé con l'impri-
mere al sistema di riferimento un moto opportuno, si fanno nascere i
termini mozionali (la forza elettrica indotta data dal vettorprodotto del
vettore magnetico e della velocitd di trascinamento, e la duale forza
magnetica indotta), i quali aggiungono o sottraggono componenti or-
togonali ai vettori del campo.

Con la scelta di tale piattaforma X, abbiamo ridoiti i vettori e,
m ad essere paralleli secondo una direzione che vieno assunta come
asse Oz. 11 piano spaziale Omy normale (nel senso ordinario, enclideo)
4 quell’asse & uno dei piani privilegiati che si ricercano; laltro & it
piano coniugato & questo, eiod un pianc spazio-tempovale Oz, che taglia
ipercono assoluto in due generatrici, La piattaforma &, non & uniea,
perché ad essa si pud imprimere uu qualunque moto traslatorio secondo
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Oz senza che 1 due vettori del campo si alterino; vi & un sistema oco*
i tali piattaforme: a tutte gueste corrisponde lo stesso Omy, ma pas-
sando da una allaltra varia Of, che costituisce la linea oraria della
piattaforma, e conseguentemente anche Oz (varia, in quanto si inclina
verso Of, ma spazialmente resta lo stesso); o questi due assi percor-
rono quel piano spazio-temporale che & stato denominato con Ozt

4. - Passando ora alla metrologia completa,-non abbreviata, con
quattro vettori E,D,H, B, le conclusioni relative all'invariante geo-
metrico noun esigono di essere formulate diversamente, percho B &
‘sempre sovrapposto a D, e similmente H o sovrapposto a B.

4

La matrice viene a esserc composta cOSi

0 3 ViH,; —VwH; VikE,
~ Vo H,; 0 3 VieHy Ve B,
VioHyy  — Vi Hyj 0 - Ve L,
Ve By; Ve B, Ve E 0

Gli invarianti prendono queste espressioni
ielP = B, H + I, H,+ E H,
Q== HB — ED

Dunque un invariante & il prodottd scalare della forza elettrica
o della forza magnetica di campo; laltro & il doppio della differenza
fra energia magnetica ed cnergin eclettrica contenute nell’unita di
volume. La degenerescenza di prima specie si verifica guando i due
vettori E, H sono ortogonali fra loro, Pel fatto che il loro prodotto
sealare & invariante, tale ortogonalitd permane con quslungue cam-
bismento di piattaforma; ma si pud trovarne una speciale (anzi oof
speciali) nelle quali uno dei due vettori si annulli; ¢ infatti fisicatnente

& palese, che quando si abbisno E, H, ortogonali, qualunque moto
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" di traslazione ortogonale ad entrambi, fa incrementare uno del due
vettori a spese dell’altro. Perd, siccome un altro invariante & la diffe-
“renze fra energia elettrica ed enerpia magnctica, due casi diversi si
presentano secondo che I'una o l'altra & prevalente; se prevale l'ener-
. gia clotdrica, si pud con una velocits traslatoria finite normale al piano
di B e di H arrivare ad una piattaforma in cui esiste solo il vettore
elettrico B, mentre con nessuna velocitd minore di ¢ si ottiene l'offetto
reciproco. Se invece prevale Venergia mapgnetica, si arviva a una
piatteforma in cui esiste solo H. In entrambi i casi, ottenuta la piat-
taforma nella quale vi & un vettore di campo unico, tutto prosegue
come nel caso non degenere; ciod scelta la direzions di quel vettore
come asse Oz, si ha nel piano perpendicolarc Oxy uno dei due piani
privilegiati; e tutte le infinite piattaforme che differiscono per una
velocits di traslazione lungo Oz godono in comunc delle stesse pro-
prieta, perché passando da una all’altra il vettore di campo non si altera.
I} ‘caso limite fra quei due, nei quali prevale rispettivamente 1’ener-
gia elettrica o quella magnetica, & quello della degenerescenza di se-
conda specie, ciod dei due invarianti entrambi nulli. T vettori B, H sono
allora non solamente ortogonali, ma portano uguali quantitd di ener-
gia, e cid in qualunque piattaforma; o la riduzione a un vetfore solo
non & possibile. Questo & il caso che si verifica nelle cosi dette onde
'clettroma,gnet.iche pure, come quelle della radiazione solare, e in gene-
rale tutte quelle che sono pervenute lontane dalla loro sorgente.
L’elemento geometrico associato al campo degenera anchesso in
questo caso, ma non scompare. '

b. — Una conseguenza notevole risulta da tutte questa analisi.

Ricordiamo che nello spazio vuoto, e in assenza di campo clot-
tromagnetico, il prineipio di relativith consiste in questo, che in una
plega galileiana, o in una cellule galileiana dello spazio-tempo, fra
le oo piaftaforme inerziali (le quali difforiscono l'una dall'altra per
un arbitrario moto di traslazione uniforme) non ve n’é alcuna privi-
~ legiata, non vi & modo di distinguere una da un’sltra. Questa proprieta
6 stata generalmente enwnciate senza mettere in evidenza la rostrizione
‘per le piattaforme inerziali, quantunque dalle equazioni di Einsrrrw
~della seconda relativith o dai risultati dell’esperimonto la restrizione
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risulti. Ora constatiamo che occorre dire di pil: in presenza di campo
elettromagnetico, vi & un insieme privilegiato di oot piattaforme, il
quale insieme & individuato dal campo: quindi ¢ campo elettromagnetico
restringe in un certo senso la relativitd.

¥ ovvio che in presenza,' di materia ordinaria la relativitd & con
trastata dal fatto che una piattaforma privilegiata singola, valevole
per certi fenomeni, ovviamente esiste, quells attaccata localmente alia
materia stessa. Il campo elettromagnetico ha dungue un carattere in-
*termedio fra quello dello spazio libero neutvo (cioé privo di campo)
e quello della materia ordinarin; perche ivi si pud individuare una
piattaforma privilegiata determinata a meno di un parametro arbitrario.
Le conseguenze di questa constatazione possono condurre molto lungi.

Ossunvazons. ~ Dicendo degenerescenza di prima e di seconda
specie, non s'intende di significare degenerescenzn semplice e doppisa.
Tn entrambi guei due casi la matrice & degencre dopplamente, e non
pitt che doppiamente, perché fa perdere due dimensioni allo gpazio a
cui viene applicate quale trasformazione affine.






