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DIMOSTRAZIONE INTRINSECA DEL TEOREMA
DI RIEMANN-ROCH SOPRA UNA CURVA (%

EDOARDO VESENTINI

Svamariva, — Auctor per viam intrinsecam extrnit, super algebricam cur-
vam irreducibilem, seriem quac sumdem habet ordinem eamdemque dimensionem
quam series canonica., Ix quo potest intrinsecus demonstrari theorema Rieman-
Roch super eurvam, vel per quasdam topologicas animadvertiones ab O, Zanskr
fuctas, vel por intrinsecum redwmctionis theorema qued F. Smvmrr in fine huius
Notae demonstrat,

In una recente Nota F. Smvenrt [12] (1), allo scopo immediato di
ridurre al minimo i richiami di carattere proiettivo nella geometria
sopra una curva algebrica, con lo scopo finale di « ulteriori avvicina-
menti all’algebra astratte », ciod di consentire l'elaborazione d'una
teoria geometrica dei corpi di funzioni algebriche definite sopra corpi
numeriel arbitrari, ha apportato aleune varianti al mefodo rapido (19%;
[10f, Cap. V, pag. 145-169), sostituendo un lemma proiettivo prelimi-
nare con proposizioni di carattere intrinseco.

Una delle questibni fondamentali per lo sviluppo ulteriore di
questo nuovo indirizzo & costituita dalla dimostrazione, per via intrin-
seca, del teorema di Riemann-Roch. Una dimostrazione di questo tipo
— oltre a quelle, di cui diremo nel n. 1, conseguite con i metodi della
teoria avitmetica delle funzioni algebriche — & stata data da O. Za-
riskr |18} mediante considerazioni di carattere topologico, e, come
vedremo nel n. 2, tale dimostrazione potrebbe essere senz’alivo inserita
nells nuova trattazione di F. Srvery, se, fra i fatti di indole proiet-

(*) Nota presentate dall’Accademico Pontificio 8. E. Francesco Severi il
28 aprile 1958.

(") T numeri in neretto entro parentesi quadre si riferiscono alla bibliografia
posta alla fine del presente lavoro,

11 Aetn, vol, XV,
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tiva ammessi validi da O. Zariskr, non figurasse anche I'ipotesi rela-
tive all’esistenza di almeno una serie lineare avente i carafteri (or-
dine e dimensione) della seric canonica ().

Nel presente lavoro elimineremo questa ipotesi costruendo una
tale serie, sulla base delie premesse di F. Spverr, con argomentazioni
poggianti sulla teoria topologica delle corrispondenze algebriche. In
tal modo, la questione posta da I'. Severr appare risolta dslla dimo-
stragione di O. Zanisxr. Tuttavia le considerazioni che condurranno
a] risultato sopra detto permetteranno di adattare alle nuove tratta-
zione della geometria sopra la curva, la vecchia dimostrazione del teo-
rema di Riemann-Roch, data dal Casrernvove sulla base di una for-
mula di ScHusER?.

Per raggiungere lo scopo prefissoci muoveremo (n. 2) dalle pre-
messe di indole proiettiva poste alla base della Nota [12] (nn. 1, 2,
pag. 148-145), ed il ricorso ad esse & lecito, in quanto il presente
lavoro si propone appunto di inserirsi nelle trattazione inaugurata
da [12]. Alla scopo di esaminare tali premesse, nel n. 6 ne illustre-
remo brevemente 1 legami con la teorin delle funzioni razionali sulle
superficie di Riemann, ¢ nel n. 7 mostreremo come, utilizzando sol-
tanto una parbte di esse, sl possa egualmente definire sopra la curva
una serie lineare effettiva avente lordine delle gerie canonica,

1. — Lo scopo propostosi dal Severr ({12], pag. 143) era gid in
parte raggiunto anche dal suo primitivo metodo rapido, il quale si &
rivelato strumento di grande efficacia, permettendo a W. L. Crow [4}
di elaborare la teoria geometrica dei corpi di funzioni algebriche senza
propositi completamente intrinseci, ma di dimostrare il teorema di
Riemann-Roch per i corpi di funzioni algebriche aventi, come corpo
delle costanti, un corpo perfetto. Una trattazione del caso in cui il
corpo delle costanti & algebricamente chinso trovasi anche in W. Grop-
nER [6] il quale perd, per giungere ad una dimostrazione intrinseca
del teorema di Riemann-Roch, ha dovuto introdurre {’ipotesi relativa

{1} Per completare la teoria intrinseca della Nota [12] col teorema di Rie-
mann-Roch, basta ww’iputesi meno esigonte di quelle di Zamisia {18], o di
Grosner [6]. Si veda in proposito una Osservaziene di If, Spveri al n. 8 della
presente Nota.
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all’esistenza di almeno una serie linearo avente i cavatteri della serie
canonice. D’aliva parte la sovrabbondanza di tale ipotesi & presumi-
bile in quanto il teorema di Riemann-Roch, insieme all’esistenza della
classe canonica, & stato acquisito per ogni corpo, K, di funzioni alge-
briche avente corpo delle costanti arbitrario, da F. K. Scmmipr [13],
mediante considerazioni aritmeticlke ispirate alla classica memoria [5]
di DeprxiNp ¢ WeBER, o do A. WriL [16] (!), sulla base di una defi-
niziono astratta dei differenziali di certi sviluppi in serie di potenze
dei multipli interi dei divisori di K,

Sulla memoria [5] torneremo mnel n. 6 allo scopo di illustrare il
significato delle premesse di carattere proiettivo di [12] e [18).

Avvertiamo fin d'ora che, ponendoci nell’ordine d’idee di [12)
o [18], nel seguito considereremo soltanto il caso di funzioni alge-
briche definite sul corpo numerico complesso.

1. - Sia F. Sevesr [12] che O. Zamrskr [18} si basano su aleune
proprieta oclementari delle serie lineari sopra una curva algebrica
nridueibile, C, proprietd che ritengono acquisite per via proiettiva.
Quelle ammesse valide da F. Sevenr sono le seguenti.

a) Nozione di serie lineare g; come insieme dei gruppi di li-
vello di una combinazione lineare di funzioni razionali, definite sopra
la curva O, aventi in comune un gruppo dilivello. I gruppi di livello
di C risultano dunque in corrispondenza proiettiva con i punti di uno
spazio proieftivo complesso a # dimensioni.

Proprieté involuboria di una g,. Nozione di serie lineare com-
pleta, relativo teorema di esistenza ed unicita, e, come conseguenza,
di questo, il teorema del resto nella forma invariantiva. Distinzione
fra serie lineari semplici e composte.

b) Viene acquisito per via proiettiva il fatto che ogni ¢, sem-
plice ha un numero finito (= 0) di copple neuntre,

(") Un’altra dimostrazione del teorema di Riemann-Roch — di eui siamo
venuti a conoscenza solo allorchd la redaziono del presente lavoro era gih ulti-
mata —— & stata data da A. Wmin nel suo libro Sur les courbes algebriques ef les
variétes qui s'en déduisent, Paris, Hermann 1948, Parte I, pag, 827, mediante la
considerazione della varietd diagonale sulla varieth delle coppie di punti della
carva data. Llesistenza di divisori canonici & ivi ottenuta in base ad un teorema
di carsttere aigebrice stabilite in A. Wrin, Foundations of algebraic geomelry,
Am. Math, Scc. Colloguinm Pubt.,, vol. XXIX, 1946, pag, 238-289,
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¢) Esistenza su C di (slmeno) due serie lineari g, ¢ g., com-
plete, aventi dimensioni > 1, semplici, prive di punti fissi, individuate
da due gruppi, privi di elementi comuni, costituiti, rispettivamente,
da m e n punti somplici, distinti, di C.

S‘u'lla base di tali premesse e senza altri riferimenti di carattere
proiettive, . SevERr ha dimostrato ([12], n. 6, pag. 148-150) che la
differenza fra ordine e la dimensione di ogni serie lineare completa
di O, avente l'ordine sufficientemente elevato, & egunle ad un mede-
simo intero non negativo, p, il quale risulta un invariante di C ri-
spetto alle trasformazioni birezionali, ¢ prende il nome di genere di C.
Per p vale il seguente teorema ([12}, n. b, pag. 149):

«) n (= p) punti semplici distinti di G individuano una serie li-
neare completa avente ordine n e dimensione non minore di n -— p.

Chiamendo rispettivamente speciale o non speciale una tale serie
secondoehd la sua dimensione supera o eguagha n —p, s ha che ([9],
nn. 3 e 4, pag. 932; [12}, n. 6, pag. 160):

B I nom speciale ogni serie lincare avente Pordine o la dimen-
sione maggiori, vispettivamente, di 2p 2 o di p—1.

vy Un gruppo di p punti generici, semplici, distinti, di C indi-
vidua una serie lineare di dimensione zero.

T.c propriets a) sono considerate acquisite proiettivamente anche
da O. Zarisxy, il quale, anzichs formulare Vipotesi ¢), ammette che
qu O siano date infinite sorie lineari g, di ordini indefinitamente cre-
sconti e tali che r=n —m, essendo = il genecre della superficie di
Riemann, F, di C. A norma di &) (tenendo conto anche della 0)), questa
ipotesi pud desumersi dalla c).

A queste premesse ZARISKI aggiunge ipotesi, d), che su O esista
(almeno) una serie ey .

Nol presente lavoro mostreremo per via topologica cho tale ipotesi
pud dedursi dalle premesse @) e ¢). In vista di questa coneclusione
ed allo scopo di inserire i risultati di Zariskr nella nuova trattazione
di Smverr, mostreremo anzitutto che # genere riemanniano © coincide
con il genere p introdotto in [12].

8. - Per giungere al risultato sopra detto, occorre premettere
aleune considerazioni sulla teoria topologica delle corrispondenzo al-
gebriche ¢ sui fondamenti topologici della geometria numerativa,

.
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Data una corrispondenza algebrica, T, di indiei # e s, e di valenza v,
fra 1 punti di O, dalla teoria topologica delle corrispondenze alge-
briche sopra una curva algebrice, sviluppata da O. Cmsivi(™) e da
S, Lerscaerz [7], st ha che il numero, %, dei punti uniti di T & dato
dalla formula di Caviey-Brroy: '

1 =154 2my

Mediante considerazioni di caratfere topologico (confrontare ad
-esempio: [1], pag. b68; [2], pag. 484) si dimostra che i punti uniti della
somma, T 4 8, di due corrispondenze algebriche, T ¢ S, fra i punti
di C, sono i punti uniti di T ed 1 punti uniti di S, contati con le
rispeftive moltiplicits. In particolare la corrispondenza %71, multipla
di T' secondo l'intero positivo X, ha, come punti uniti, 1 punti uniti di™T
contati X volte ciascuno. Mediante considerazioni di natura fopologica
1 dimostra inoltre che, se T' e S sono corrispondenze a valenza, anche
T+8 ha valenza, e quosta & eguale alla somma delle valenze diT e di S,

Le due proposizioni procedenti sono ben note, ¢ noi le abbiamo
ricordato soltanto perché én base ad esse ed alla [1), ¢ senza aliri
riferimenti alle feoria delle corrispondenze, F. Suverr ([10], n. 81,
pag. 250-264) ha stabilito la formula di Scmussrr che esprime il
numero

f (L m—1 __l m— 2
g =M ) =g e (D)

dei gruppi di »+1 punti di €, comuni da una g,{r=1) ¢ ad una
serie ;’}n (razionale o irrazionale) di indice v =1, avente d punti
doppi, nell'ipotesi che ambedue le serie siano prive di punti fissi.

In base all’osservazione precedente, oppure tenendo contro dei
risultati conseguiti da B. L. van pErR WaErDEN in [13], si conclude
che la [2] pud considerarsi acquisita per via topologica.

Supponiamoe che la an sis una serie lineare g,l,t. Considerando
la corrispondenza algebrica di indici m -1, m -1, e valenza 1, nella

(1} Ofr, (1}, In questo lavoro la formula {1] viene stabilita nell'ipotesi che T
abbia una valenza ¢ che anche T—! abbia ura valenza (& priorl non necessaria-
mente eguale a quella di T). Ma quoest’ultima ipotesi pud dedursi, per via topo-
logica, dalla prima, come risulta da [2].
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quale sono coniugati 1 punti di C apparbenenti ad un medesimo gruppo
di g, dalla {1] si ha che

{3] d = 2m + %m — 2 *).

4. - Proviamo ora che
(4] pP=T .

Se p =0, V'asserto & senz'altro dimostrato poiché in tal caso O
& hirazionalmento equivalente ad una retta ([12], 1. 4, pag. 147-148).
Supponiamo dunque p >0, e consideriamo una seric lineare |ghi,
definita & partire da un gruppo, Ggy, di 2p genericl punti sempliel di-
shinti di C. A norma del teoroma 8), quests serie non ha punti fissi.

Essendo P un generico punto di ¢ (non appartente a Glgp), il
gruppo di p-41 punti di C costituito da P o da p puntl di Ggp, da
luogo ad una gjl,.u non confenuta in |ghy!. Wissato un generico punto,
X, di C, consideriamo 1l gruppo G,, dei p punti residui di X ri-
spetto a g}m. Poicho g;'m non & contenuta in |g§’},§, risuita univoca-
monte determinato (anche se ]g3| & composta) un gruppo, G, di
p punti, residuo di G, rispetto a lg3,|. La corrispendenza algebrica
fra X ed i p punti di G, ha indici ZEN opt, py e valenza — L.
Poichs g;‘)+1 non & contenuta in |g§’;,_,|, tale corrispondenza non ha
punti uniti, Dalla {1} si ha peréanto che

7P+l S
P+ Z;n;~1,2p«-1 — Pm =0,

o da questa relazione, ¢ dalle [2], {3], si deduce la [4].

B. — Fissati p + 2 punti gemerici, semplici, distinti, &1 C, per la
proposizione ) esiste una ghose di cul tall gruppi costituiscono un
gruppo di livello. A norma di y), s b complota, semplice e priva di
punti fissi, Per tale serie vale il seguente

Trorema L Se p=1, una serie lineare oo, semplice e priva di

s p —1 .
punti fissi, ha = = coppie neutre.
(") Questa relasione pud ottenersi pitt direttamente, como caso particolare

4t una relazions di Hurwerz sui punti di diramazione dolie superftcie di ricopri-
monto, Cfr. ad esempio |14], Cap. VI, pag. 132-183,
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. . + 2

Sia Gye un gruppo generico di gpee, gruppo che, nelle nostre
ipotesi, non & restrittivo supporre costituito da p--2 punti sempliei,
e s . . 1 , . . . . . L
distinti, di C, o siano guz e g 11”2 due generiche serie lineari distinte,

3 a .

contenute 1n gu.a ed aventl come gruppo comune Grp.i.g. Il numero,
r+2 , . 1 1 N .
27 pss, dolle coppie comuni a gy ed & ghe pud ottenersi dalle [2],
(3] e [4], e risulta espresso dalla relazione

[6] Zipe=p+p+1,

ma convieno determinare tale numero senza fare ricorso alla formula
di Scuusent. A questo scopo indichismo con T la corrispondenza al-
gebrica in cui ad un generico punto, P, di C corrispondono i punti
appartonenti ai gruppi di g'p.e passanti per i p+ 1 punti di O, re-
sidui di P rispetto a gpse. T ha indici (p+2) (p-+1), (p+2) (p+1)
e valenza zero. I suoi 2(p+ 2) (p + 1) punti uniti sono i punti del
gruppo jacobiano di gue ed i punti costituenti le Z}"E 2 coppie comuni
8 gpio ed 8 ¢h; dalle (1), (8) e {4) segue la (b).

; 2 .
Fra le 2§25 coppie ora determinate, figurano le (P; ) coppie

di punti di Gy, e si pud dimostrare, nel modo che rapidamente ac-
cenniamo, che ciascuna di tali coppie compare con molteplicita uno
in Z1%.s.

Sulla superficie di Riemann, F, di C, in un opportuno intorno,
U(0), di uno qualsiasi, 0, del punti di G,,s, definiamo una variabile
uniformizzante z ([17], § 7, pag. 36). Poiché i punti di Gyue sono a
due a due distinti, l'affissa, £, di uno qualsiasi dei punti di U(0) cor-
rispondenti a 2z in T, & una funzione olomorfa di #, con derivata non
nulla in 0. Si ha dunque, in un opportune intorno di O

d=ag+t a2’ o, (@ #£0),

. . . e 1

e si riconosce facilmente che, per la supposta generieitd di gp.. e

. . . . . 1 . .

di _(}r;H.g in g?,,,.g, risulte @, & 1. Infatti, se, fissato ¢gp.e, al variare di
1 : & . . 2

Gpe2 I Zpie, @, fosse idenficamente egnale a costante, per la g9 non

varrebbe evidentemente la proprietd involutoria, contro l'ipotesi a).
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Dunque # — 2z & funzione olomorfa’ di z con derivata non nulla in 0, e
pertanto ({1]; [2]) 1a molteplicity di O per T & semplice.
1l numero

- +2 — 1

s

& il numero delle coppie neutre di Gz -

Dal teorema ora dimostrato segue ovviamente il

Comorario. - Se p>> 1 su Cesiste qualche serie speciale Iy -

Nellipotesi che sia p>> 1 ritorniame alla sorie gh.o definita al-
Vinizio di questo numero, e, indicando con ¢ la serie multipla minima
di 9‘5;4.2 secondo Vintero p — 1, dimostriamo che le coppie neutre dé g?;.,.g
sono coppie neutre anche per g.

Siano G e (* due generici gruppi di g?;,Lg passanti per una, Il,,
di tali coppie, e sia G* un terzo gruppo generico di goie MON passante
per Hs. G, G* e G sono linearmente indipendenti, e g & la sorie

congiungente i (3 +"§): ; - 1) == @“_"_‘_%%2“(?_1‘__22 + 1 gruppi

[6] i G 4 3,62 4 1,67

ove iy, %y, 13, ¢ una qualsiasi soluzione in interi non negativi della
cquazione iy + 4y + s = p-— 1. Poiché fra i gruppi [6] ve ne & uno
solo, (p — 1) G* non passante per H,, si conclude che I, & una
coppia neutra per g. )

In quanto, & norma di 8), la dimensione di | (p — 1) gf,+2[ & uguale
8 _p2~—22~££:—y§£—13~j:3-), dal fatto che i gruppi [6] sono linear-
mente indipendenti si deduce che la dimensione di g & non inferiore,
¢ quindi eguale ({10}, n. 29, pag. 108) a (pul)g(pk@ Tissendo

—1 2 - C
p—1 ) ~(£+~) = ﬂ?—gm}), preso un qualsiasi intero, h, tele che

2 .
— 1 . . . .
1%71,%‘29—&1%—-"), e fissate % coppie neutre di gz, lo rimanenti
p(p—1)

O )} sono coppie neutre per la gerie residua, rispetto a g,
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delle % coppie neutre fissate. Pertento la serie residus, rispetto a g,

. N 2 .
coppie neutre di g¢p,2 ha ordine

(Pp—=1(p+2) —pp—=2%—2,
¢ dimensione non minore ai

(P_:t:?_.l)gﬁ.l’ +2 P(P;“ D,

o quindi, in virti della B), eguale & p — 1. Cid prova il

Teonena II. Esiste su C almeno wna serie speciale g?g};_lg.

Questo teorems elimina l'ipotesi ) di O. ZaRiski e, m base alla [4],
consente di inserire la dimostrazione del teorema di Riemann-Roch,
data de questo Autore, nella nunova trattazione di F. Smveri. D’altra
parte, U'aver acquisito per vie topologica la formula [2] di Scuunzrr
permette di trasportare nell'ambito di questa trattezione la classica
dimostrazione date da CasrELyvovo e rielaborata per via intrinseca
da Exriquas.

Osservazront 1. ~ Le argomentazioni di queste numero restano
valide, indipendentemente dalla [4], quando in esse si sostituisca 7 a p.

Ossurvazions I, —~ TI modo con cui & stato acquisito il Corol-
lario del Teorema I fa st che esso presenti qualche interesse anche
al di fuori della nuova sistemazione della geometria sulla curva. In-
fatti, il noto teorems di NoTHER estensione del teorema delle lacune &
stato dimostrato da O. Cmmsint ([8]; [10], n. 52, pag. 166) con una
semplice argomentazione intrinseca che, in base a B), & indipendente
dal teorema di Riemann-Roch. Le considerazioni che ci hanno con-
dotto al corollario precedente completano in tale semso il teorema
di Noruzr dimostrando, indipendentemente dal teoremsn di Riemann-
Roch, che, se p > 1, su C esiste qualche gruppo speciale di p punti.

6. — Sia in [12] che in [18] trovasi affermato cho la ipotesi ¢),
relativa all’esistenza di serie lineari pitt volte infinite su G, si suppone
acquisita per via profeftiva. Osserviamo anzitulio come quesfa espres-
sione abbia un significato particolare, in quanto, all'esistenza di serie
lineari soddisfacenti alla ¢), si giunge (cfr. ad es. [10], pag. 1, 2) fis-
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sando un qualsiast modetlo di C, senza fare intervenire in aleun modo
la particolarifd proiettive del modello stesso. Cio risulta ulteriormente
¢hiavito qualora si introducano la superficie di Riemann & Coele
sorie lineari su di essa seguendo DEDEEIND o Weser [5).

Ricordiamo inottre che si pud giungere all'ipofesi ¢) anche mediante
considerazioni di carattere funzionale involgenti goltanto la struttura
della superficie di Riemann, F, di C. Infatti, sia data I, secondo la
definizione di H. Weyn ({17] § 7, pag. 86), come varietd a due di-
mensioni orientata, chiusa, definita nel gruppo conforme, oppure se-
condo 9. Srotrow ([14], Cap. I1, pag. 34), come varieta a due dimen-
sioni, per la quale esista un ricoprimento riemanniano sulla sfera com-
plessa. 15 noto che, mediante considerazioni poggianti sul fatto che I
ha une struttura analitica complessa, si prova che, per ogni intero n
sufficientemente clevato (> =), esistono su I¥ delle funzioni razionali non
costanti 1 cui gruppi di livello sono costituitl da n punti. Risulia cosl
provata l'esistenza su ¥ di una ¢ ; dalla dimostrazione segue inoltre
che, se n> = + 1, il numero delle gh aventi un medesimo gruppo di
livello & maggiore di uno (*). In base a questo risultato, 2 norma della
Osservazione I, le argomentazioni del n. 5 consentono di provare Vesl-
stenza su T di una serie g?)f;ip,. Ed & opportuno rilevare in proposito
che la dimostrazione del Teorema Il pud esserc resa indipendente dal-
Pipotesi che la serie Gois sia semplice. Pertanto Vesistenza su F di
una g:’j;lg yisulta acquisite sotto un’ipotesi pilt ampia di ¢). Tuttavia
Pufficio di ¢) diviene essenziale qualora si vogliano mantenere i risul-
tati ottenuti nel n. b, nell’ambito della nuova trattazione [12], in quanto
& proprio in base alla ¢) che acquista significato i1 genere p.

Nel n. 7 mostreremo che, sostituendo alla ¢} un’ ipotesi, ¢,

pilt ampia della precedente — o quindi scostandosi inevitabilmente
dalla [12] -~ si puo egualmente definire una serie effettiva d'ordine

or — 2, intrinsecamente collegate 8 G

(") Tale dimostrazione trovasi gih in [17] (§ 17, pag. 119), ma proferiamo
riferivel alla dimostrazione pilt semplice, data da R Counanr, per la quale rin-
viamo a [14] (Cap. IT, pag. 50-62), ove si evita il ricorso ai differenziali abeliani
definiti su I,
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7. - Data F secondo la definizione di H. WeyrL [17], supporremo,
¢, che su I esista una serie lineare g}z.

Sia T la corrispondenza nella quale sono conjugali i prnti di F
appartenenti ad un medesimo gruppo di g,. T haindici n— 1, 2—1,
e valenza 1, e quindi, essendo U la corrispondenza identica, T + U ha
indici =, n, o valenza 0. Indichiamo con gli stessi simboli T, U, T 4+ U
i cicli a due dimensioni che, nella varieté prodotto F x I¥, rappre-
gentano, rispettivamente, T, U, T + T.

Poichd T 4+ U ha valenza zero, essendo z e 2 due generiei punti
corrispondenti in T 4+ U, si ha, sopra la varietd F x I':

T+ U~maFxz4nzxF
([7], pag. 360); e da questa relazione si trae, con le notazioni di {7], che
'((T—}- Iy - U): n(FPxz-MtnExF -0,

ciod che

(T-U) 4 (U-U) = 20 .

Ma, nell’omeomorfismo esistente fra T e U, ai (T'- U) punti di
intersezione di T e U corrispondono in I i punti del gruppo jaco-
biano di g5 ; dalla [3] si ha dunque che

(T-U)e=2n 4 9n — 2,
e quindi

(U-T) = - (27 —2) .

Dalla definizione adottata per F segue che ciaseuno dei cicli
T,U,T 4 U, ha una strottura analitica complessa. Si ha pertanto che
Vindice di Kronecker (U-U) eguaglia il numero dei pﬁnti di inter-
sezione {[8], Cap. VIII, pag. 384). Dunque: nella vairietd I x I il gruppo
caratteristico dell’identitd & costituito da 2n — 2 punii (clascuno dei quali
porte il contributo di — 1 all’indice di Kronecker (U -1U)).
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Tn virth dell’omeomorfismo esistente fra F e U risulta determinato
sa T un gruappo di 2z — 2 punti, il quale d3 luogo ad una serie |goxol,
indipendente dalla giz considerata ed intrinsecamente connessa 8 F.

Sorge ora la questione se dallipotesi ¢) sia possibile dedurre
che |gsq-s| ¢ la differenza fra. la serie jacobiana di una qualsiasi serie
Jineare infinita date su T, ed il doppio delle serie stessa. Tale pro-
prietd esula evidentemente dalle considerazioni topologiche di cui ei
siamo serviti fino ad ora, ma pud essere stabilita, ancora in maniern
intrinseca, mediante argomentazioni analoghe a quelle esposte [11]
(n. 97, pag. 190-192; n. 141, pag. 304~306) dopo aver dimostrato, in base
alla, {3], che i gruppi jacobiani delle g:',l contenuti totalmente in una
gm, con 7 > 1, sono equivalenti.

8. - Ogservazione di . Suvirr. Per conseguire intrinsecamente il
teorems di Riemann-Roch tutto riducesi, come si provera, a stabilire
intrinsecamonte soltanto lesistenza su C di qualche gy, , speciale.

Intanto la dimensione # della g,,., completa, speciéle, esistento
su C, soddisfa alla # > p— 2. D’altronde non pud essere #>p—1,
se no la serie sarcbbe non speciale (n, 2, teor. §)), Dunque » =p — 1.
Esiste pertanto su C una g%}','_lg completa. Non sappiamo per ora che
questa sorie & unica. Ad ogni modo la chismeremo una « serie ca-
noniea ».

Tssa o priva di punti fissi. Infatti, se ne avesse uno (almeno},
tralasciandolo si otterrebbe una gbls. Preso allora un gruppo gene-
vico di p-—1 punti, vi sarebbero oot gruppi di p — 1 punti, aventi
rispetto alla gpga,'_la lo stesso gruppo residuo di p -— 2 punti; epperd quel
gruppo generico di p-~1 punti non sarebbe linearmente isolato.

N& pud esistere un gruppo di s punti, distinti o no, neutro per
gbls, perché il residuo di quel gruppo sarebbe una ghye-s, © Sup-
posto p>2 (*), si concluderebbe come sopra cle un grappo generico
di p— 2 punti non & linearmente isolato.

La ghe & dunque priva di punti fissi, semplice, ¢ tutti i rami
di C sono rispetto ad essa lineari.

{") Se b p=2 ogni coppia delle gé b neutra, ma in tal caso 1'unicith della
gé & ovvia, )
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Si stabiiisce._ ora subito un teorema di riduzione intrinseco relativo
alla considerata ‘g3 .

Aggiungiamo @ll’uopo ai gruppi di g’g’j}fg un punto qualunque O
di €., 8i ottiene una 9'3511 che, avendo Yordine > 2p — 2 (un suo gruppo
generico consta infatti di 2p — 1 punti digtinti fra loro) & non spe-
ciale & quindi completa. Questo significa che quando un gruppo G di
2p - 1 punti contiens un gruppo canonico ed un punto O fuori di
guesto, la serie |G| ha il punto fisso O.

Se pertanto un gruppo di nna serie |A| si pud decomporre in un
gruppo parziale B contenuto in un gruppo canonico K ed in un punto O
fuori di X, la serie |A| ha il punto fisso 0, Infatti la serie |K 4+ O}
ha il punto fisso 0 e la serie |B + 0] non & che il resto del gruppo
X -- B rispetto a |[X + 0].

Una volta acquisito il teorema di riduzione si ottiene il teoremsa
di Riemann-Roch rispetto alla g%},‘mlg considerata, col ragionamento
esposto a pag. 1566-167 del Tratiato di Geometria Algebrica. 1L dopo
di cid si conclude pure che la gb-ls & unica, perche, essendo essa spe-
ciale, & contenuta (parzialmente o totelinente) nella prescelta serie ca-
nonica e quindi, siccome ha Vordine uguale, coineide con questa.

Por ravvicinare la definizione di genere data col metodo rapido
(coincidente in sostanza con quella di Weierstrass) alla definizione pure
intrinseca derivante dnlla considerazione del gruppo jacobiano di
una g (Trattato di Geometria Algebrica, pag. 122) bastano le consi-
derazioni del n. 8 e quelle finali del n. 7 della presente Nota del
Dott, VisENTINT,
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