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EQUAZIONI INTEGRALI A NUCLEI SOMMABILI

GIULIO PLATONLE

SyuMmanrivM. — Resolvit Auctor integrales aequationes primae, secundae, et
tertine speciei [ad complexum lebesghianum I, limitatur vel non limitatumm,
spatii euclidel S¥:=(y;, Y2, ..., ¥») extensas], gquatenus nucleus sit productus
functionis I, x(y) pseudolimitatae in sensu stricto per functionem summobilem
A (y); prasterea determinat lebesghianum exclusionis solutionum, Quod ad eas ae-
quationes evolvit Aunctor theoriam a FrEDHOLM propesitam. :

(GENERALITA E POSIZIONE DEL PROBLEMA

1, - Nella fisica malematica si incontrano sovente equazioni inte-
grali a nuclei singolari ed & noto che gueste sono state risolte in casi
particolari (trattati con metodi differenti e laboriosi, quantunque ge-
niali) e solo nelle ipotesi che i nuclel iterati, oltre ad essere somma-
bili, risultino definitivamente limitati (*).

Dall’esame della letteratura su tale argomento risulta che, pure
essendosi conseguiti in altre direzioni notevoli progressi (*), finora ~ a
quanto mi consta - nessun risultato positivo di carattere gencrale
& stato raggiunto nel caso di nuclei illimitati sommabili ossia di

classe C[1] ().

(*) Nota presentata dell’Accademico Pontificio 8. E. Ugo Amaldi il 17 feb-
braio 1958.

(1) Vedi per csempio i lavori di Apen, Burranp, CARLEMANN, Evans, Beo-
rorr, FPonraprpits Frupuwony, Grearo, Livvinoe, Miranpa, Powbs, Pioarp, P
coni, PoiNcars, Soxsivo, Tricoml, VitLaRr, Vourerra, WEYL, ece,

(&) Vedi i lavori di CarLemany, Cimino, Hinpere, Girarp, Hione e Ta-
MARKIN, VOLTERRA, occ.

(%) Seguendo Picowm con C,8] rappresento ia classe delle funzioni la cui po-
tenza p™® & sommabile col peso # su I; portanto C,[1] rappresenta le funzioni

sommabili in I,

T Acta, vol. XV.
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Data perd Pimpossibilita (rilevata da I e Tarmarxin) (*) di
estendere la teoria di FrEpmoLM ai nuclei sommabili ¢ sfuggendo il loro
studio alle considerazioni della analisi funzionale lineare (%), & gioco
forza limitarsi a casi particolari.

Tn vista della grande importanza teorica e pratica che tale que-
stione riveste ne afironto lo studio limitandomi, in un primo tempo,

s considerare 'equazione integrale di 2* specie:
(1] of@) =" [ A k(2. 9) v(y) dy + (@)
i

e la sua trasposta

[1] b(w) = u Adw) [$ (@) k(y, @) dy + ()
b o

nelle ipotesi che:

1) E sia un lebesghiano, limitato o no, delle spazio euclideo
ad 7 dimensioni S,Y =8, (s, Yar -+ - Yol

2) A () <O, [1]

8) k(z, ), fla), glx) <[ rappresentando (I} Yaggregato delle
funzioni di w, y (della sola a o della sola y) psoudolimitate (in $enso
ristrotto) (°) nel lebesghiano I = (B7, 1Y) dello spawio

CyY
ST = 8p(@y, @g -0 - Loy Yy 7]

(ovvero in H).
il chiaro che gli integrali vanno presi nel senso di Lebesgue.
Osservo subito che la risoluzione dell'equazione di terza specie

b olw) = [k, )o@y dy + [l2)
ot

g riconduce alla risoluzione della {1'] nel caso abbastanza genorale
che 6~ («) sia sommabile in E.

1) Vedi [2] pag. 21B.

(") Vedi [8] pag. 822.

(" Chiamo pseudo limitata (in senso ristretto) in un insieme I una fun-
zione f{P) quasi ovungque continua in £ e talo cheo ivi visuitl | AP L <40
esclusi al pitt i punti di uwn insieme Q di misura nulla (anche non chiuso).

Con qualche ulteriors precisazione la teovia che segue sussiste anche se
Fe(a, 2} & pseudolimitata, ossia & quasi sontinua nel senso di ToNeLLy (anzichd quasi
ovungue continua) ferma restande la limitazions |F{P)|==L <+ in E—Q.
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Come al solito (vedi [6] pag. 1 e 2) denoto con

L lo pseudo estremo superiore di kiw, y) in K&

N il lebesghiano di singolaritd » 2

Q » limitatezza »  » 5o

I=N+Q » irregolarits » »»

o » singolaritd di A(y) in I.

d » » » flx) o di g(a) in E,

M un confine superiore deli’integrale esteso ad E di |A(y).

Sard quindi:

(I)  %(ax,y) continua in B® —N mis N (su 8) =0 (N anche non

chiuso)

() jk{x, s L continua in B®—-Q; mis Q (su 8)=0

(I11) f |A () |dy <

(Ivy mlb a (su 8,)=mis d (su S,)=0.

B ok ok

Pongo il problema della risoluzione della [1] in forma corrente
nel seguente modo:

Assegnato il nucleo Alyk{sx,y) ¢ ¢l termine noto f(x) Yeon e, y)
e flx) < (1) determinare le eventuali funzioni di [1] che verificano la 1]
quasi ovunqgue in 1, e contemporaneamente delerminare il lebesghiano
di esclusione delle medesime; ossia Pingieme dei punti @ di K, nei quali
il secondo membro della [1] non ha, generalmente, senso.

Analoghe considerazioni valgono per la [1'], ma poiché

v A(m) f;lz () ely, ©) dy

appartiene ad [4] (") & chiaro che la risoluzione della [17] & poste coe-
rentemente se le soluzioni {{x) si cercano in C, [1] anziché mn [I], il

che non pud farsi con la [1].

Osservazions 1. — I manifesto che tutta la teoria seguente pud
svilupparsi con le dovute modificazioni, anche se i termini noti f e g
sono funzioni della # e della y, anziche della sola @. Cid anzi rende-
rebbe pilt simmetrici i risultafi.

(%) |al] rappresenta Pinsieme delle funziont del tipo A{wk(e, i) con Aja) Oy
e I, iy C |4



80 PONTIFICIA AUADEMIA SOIENTIARVM

- 1
Risorvzions pELLE {1} PER [}] < N

9. — Tutto cid premesse, & posto )

T=nE+ G4 E), d=i+l

dove I,* e I,* rappresentano rispettivamente le projeziont efficact (ri-
gpetto all’integrazione) di I su 5,7 e su 8% si dimostra facilmente che:

Tyworema 1. — Nelle ipotesi poste al n. 1 e per 10l < LlM 'equa-

zione integrale {1] possiede in 2] la sola soluzione

© Ayt
3] p(@)= ) « A Pru= e 30
col nucleo risolvente
A A
4 hia,y; ) = k(@) Y LN A L ;

quast uniformemente convergente in T, anche esso appartenente al {i]
avente per insieme di irregolarité d =1+ T=N+N+Q+ Q=90+
Tlinsieme di esclusione della soluzione ¢(x) e del 2° membro della {1]
é invece
J=1/+d, mis J (su 8)=0.

Nel caso che E sia un dominio, risulta Q@ CN, (%) e quindl
I$N+Q=N e J =9,

Per zCB—J e per (my)CEY -1 o{e) ¢ h(x,y) sono svilup-
pabili in serie di potenze di % date rispettivamente dall’ultimo membro
della [3] e della [4].

(¢) Vedi [6] pag. 2 e seg.

(%) Sia infatti, per assurda ipotesi, P, wn punto di Q non appartenente ad N.
Risulterebbo | f(P)}>L ¢ quindi - perla continuita di (P} in P,su BE—N -do-
grebbe visultare [F(P)]>L su tutto un intorno di Py, (E—N) di misura positiva,
il che & assurdo.

Se invece I & chiuso e di misura positiva i punti di Q appartengono ad N o
a quella parte della frontiera di B i cui punti non sono d'acenmulazione di punti
interni di .
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Questo risultato si ottiene determinando (col noto procedimento
delle approssimazioni successive, gid usato — in ipotesi di gran lunge
pilt restrittive - dal Vorrmrra) la successione }@,{w)}

A1 A
{4:] (Pﬂ(m) =A(l '{’ﬁ—i) * f,.,._.. f + % 211"_1 (1" *f)A

di soluzioni approssimative (1) le quali, come si verifica facilmente, sod- .
disfano la [1] con un errore puntuale dato (in valore e segno, e per

»C E—J) da

16] 6,,(30) = SD-A+: - rPn =" (;IJ::‘ﬂ * f)A

ossia dalla (n + 1)"° termine della serie {8}, di cui ¢,(x) rappresenta
Ja somma parziale ™,

Se ora denotiamo con I lo pseudoestremo superiore di |f{x}| in E
risulta, ()

|efa) << ALM [ ™ per xzCE-—-J

.o e 1
e quindi, essendo |3LM!<1,e,(x) & infinitesimo con .

Passando al limite sotto il segno integrale nella [b) e nella [6],
il che & lecito, & ha la [3].

3. ~ Similmente a quanto st & fatto per la [1] si ottiene che la
n™ soluzione approssimativa della [17] & data da

o 2l A
57 bu@=gta)e A (b0 )My My =@ oA @ (g )+ 5 k)

i
Tissa verifica la [17] con un errore puntuale

'G'J ¢9;+{ — 4‘” p— Ej'ﬂ A(w‘) (g * jf:.;ﬂ)

¢ con un errore globale del primo ordine, non superiore in modulo

. o i)

a LM|®[|g(y)!dy, anch’esso infinitesimo con —.
it FAE i A P
B g

(2 Vadi [7] pag. B67.
(1Y) Vedi [6] pag. &
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Dalla [6'] alla [67, passando al limite per 7 >, si deduce che:
- . . - 1 :
Prorema 1. — Nelle ipotesi poste al n. 1 e per || <:EMl’equa-

zione integrale [17), trasposta della [1}, ammeite in C,[1] la sola soluzione

' a A
8] b = g@) ruh@ gD @)ty =g+ A 97 E
il cut insieme di eselusione ¢ J, = J+a (mis J, (su$,)=0), laddove quello
di irregolarita del nucleo risolvente (%) A(e)h{ax, y) &
3, =3+ {a,BY) (mis 8, su Sy, == 0).

Por o K —J, la G(x) & sviluppabile in serie di potenza diy. data
dall’ultimo membro della [3). '

Osservazions 1. — Per risolvere le {1] si pud procedere anche

nel modo seguente: ‘
A

Seritta la [1] nella forma [g« (1 — 2], = f la sua soluzione, a norma

del teorema generale di Vorrirra esteso (¥}, & data ovviamento da:

A

pe=| (0~ Mela, ) e ] v 2N
Per Ja [1'] si avrebbe invece

Yo (L A@) R(y, @) = g ()

e guindi direttamente
A

_ o A
Yx)=g- L]_ — . Ala) ke(y, .’1[:))‘i =g+ A(x) ;}__I{J," gk

PROPRIETA DELLE AULOSOLUZIONI, SISTEMI FONDAMENTALI COMPETENTI
A
At NucLet 1TERaTI K, = Ayl @, y)
4. — Seriverd

»
Cy Py O Pat o oons +agu=0 .

Per indieare che n funzioni ¢,(x), go(@)y. .- pa(@) di C,{1] sono
in media globalmente linearmente dipendenti del p™ ordine in E, ossia

(12} Vedi [6] pag. 9.

(1) Vedi (8] pag. 151 e 8] pag. 6.
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che esistono = costanti arbitrarie ¢, ¢, ... .. , €., non tutte nulle,
tali da aversi:

ffcirai+c2<,p2 o 1 ¢, 0, de=0.

B

Nelle pagine seguenti chiameremo ancora con ovvia estensione di
linguaggio, rango di un autovalore della {1] il numero massimo di au-
tosoluzioni globalmente linearmente indipendenti dal 1° ordine ad esso
competenti.

Se » & il rango di un certo autovalore, ogni sistema di n com-
petenti autosoluzioni globalmente linearmente indipendenti del 1° or-
dine, in I, costituisece un sistema fondamentale di autosoluzioni, ed
ogni altra soluzione & una loro combinazione lineare. Spettro della [1]
5 linsieme dei punti del piano complesso % che rappresentano gli
autovalori.

Un sistema [o] di funzioni & spettrale per la {1] se & costitnito
da autosoluzioni della {1] & se inoltre ogni sistema fondamentale di
questa pud essere formato con funzioni del sistema [¢]. Come avviene
nella teoria classica, gli autovalori della [}] non sono interni ad un
corchio di raggio convenients (per noi (LM)~*) e centro nell’origine.
Solo quando % & antovalore la [1] pud avere pilt soluzioni e precisa-
mente, o 1on ne ha, o ne ha infinite.

81 dimostra facilmente che:

1) Un sistema di autosoluzioni della |1] o della 1] ?'ispettémzmenté
competenti ad autovalori a due a due fra loro distinti & sempre di fun-
gioni linearmente indipendenti.

II) Due autosoluzioni, una della {1) e wna della [1'], rispetiivamente

competenti ad autovalori differenti sono fra loro ovtogonali.

111y Se 2 & un autovalore della frasporta della (1], condizione ne-
cessaria e sufficiente perché la |L] possieda soluzione & che il termine
noto f sia coortogonale ad ogni wutosoluzione della trasporta.

IV) Se o & un autosoluzione: del nueleo K =: A(y) k(x,y) competente
; A

all’autovalore  lo & anche dell’'n™ nucleo iterato K, = AQ) k"(x, 3 re-
spetto. all’autovalore W'*'; ed amcora se 9 & un autosoluzione del nucleo
iterato IX, competente dell’autovalore « tra le radict (n+1)"* di » ze ne é
almeno una che é autovalore per i nucleo K.
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Possiamo anche concludere che!

V) Se n descrive lo spettro a destra (a sinistra) del nucleo
K= A(y)e(a, ¥), 7\:“ descrive lo spettro a destra (a. sinistra) del nucleo
iterato K,== A{y) k™.

Un sistema fondamentale di autosoluzioni competenti ad un autova-
lore o a destra (a sinistra) del nucleo K., st ottiene aggregando sistemi
fondamentali di autosoluzioni competenti agli autovalori ¢ destra (@ si-
aistra) di K che sono radict (n + Ly di =

I sistemi fondamentali della [1] sono formati con funzioni c 1,
mentre quelli della [1'] con fumzioni < Cyf1]: ece.

Abbiamo dunque conseguito il risultato notevole di risolvere la
[1] Yla (1"} nell’intorno dell’origine A =0 ju.==0{ e nell'ipotesi abba-
stanza generale che il nucleo risolvente {e quindi ogni suo iterato)
pur non essendo pseudo limitato appartenga ad {1,] fad [} inoltre
abbiamo precisato l'insieme di esclusione J §(J,=J + a)}{ della so-
luzione.

RISOLUZIONI DELLE EQUAZIONI INTEGRALI [1] 1N PUTTO IL PIANO COMPLESSO0.
TrorEMA DI FREDHOLM,

B. - Ferme restando le ipotesi fatte al n. 1, affronto ora la riso-
luzione della [1] in tutto il piano complesso X, ossia per 2| <R, dove R
& un numero prefissato, comunque grande.

Suppongo inoltre mis  finita; & cid, dal punto di vista pratico,
posso sempre ricondurmi in gquanto, in caso contrario, basta risolvere
le [1] per (z,y) CFQ, dove Q & un intervallo di centro nell’origine
e dimensioni sufficientemente grandi.

Intanto, da k() ] e mis. ] finita, risulta k(=,y) o Cy{1).

Inoltre, poiché il sistema ortogonale [X,(@), ¥;(y)] dei polinomi di
Lragenore nelle variabili a,y & completo (**) per 'approssimazione
lineare globale in E* delle funzioni che sono ivi di classe Gy{1], la
funzione %(x,z) si pud approssimare in misura, mediante una sae-
cessione di tali polinomi, ed essendo mis E® < + 00 tale successione
approssimerd la k(x,y) anche globalmente al 1° ordine; pertanto,

() Vedi {4] pag. 550.
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prefissato ad arbitrio un numero positivo ¢« 1, esiste, corrisponden-

temente, un numero naturale vy==v,(R,e) tale che, per ogni numero
’ 0 0 H H

naturale v>v, si possono determinare v? costanti ¢y:

¢y= [ k(@ 3) X, Y;(y) dw dy

@

non tutte nulle, di guisa che, posto:

1,v )
tia, y) =k(x,y) — %Cij X{xe) Yy ,
4

risulti

[

i) [ 1@ pldedy <5

§olcH

e quindi minore di ¢ la misura del lebesghiano U=T ({t{ > R"IMM) n
, 1
| t(m!y” > RM (15) '

Ma per ogni (z,y) non appartiene a Q &:
[ty sSpoestklry)| in E®res e, Xoa) Y, (y) in E*

ne consegue che #(x,y) ¢ pseudo limitato in B e che il suo insieme
di limitatezze & contenuto in Q.

I1 lebesghiano U risulta chinso se tale & 4.

Posto ora

18] VeUs+l ¢ &=FE -V

dove I & il solito lebesghiano di irregolaritd di k(x:, ) [e quindi di
t(x, 30} si ha:

‘ 1 . :
9] Ha, )| < T Per (x,4) < & mis &> W& ¢,
{2} Infalti visulta -R%f > [it!dmdy >f!t|dycly = ’PI%?WL-J- da eul mis U} = s

f ot u
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. 1
Cago 1¥ cut prsunra mis U (t($79) > -f{ﬁ) =0

6. — A guesto punto si pud porre la seguente domanda: ¢ pos-
sibile approssimarc globalmente al 1° ordine uns funzione pseado
limiteta in un insieme IS, con un sisterna di funzioni continue eom-
pleto ivi per tale approssimazione, in modo che il modulo dell’errore
puntuale gbbia, in 1, un prefissato pseudo confine superiore ?

La guestione & aperia. Comungue, per il momento suppongo che

oid sia possibile. 51 pud quindi seegliere & talmente piccolo che T
visulti un pseudo confine superiore di lt(x,y] in E@. Sard allora
p. e s t(a:,y)sswi\;;lﬁ- e pertanto UcQ e quindi Vcd (mis V==0).
(id - detto, se 7 (0 <n=V) & la caratteristica della matrice quadrata
formata dalle ¢ quantita ¢y esisteranno n(v —m} convenienti costanti

Dy Py Procrn p o (e=ntlint2y V)
I fes fs [
ali che, ponendo:
Bly) = :«S—-lc*} Y;(y) (b=1,2..... y 1)
I

risultera
ki

2o Y,(y) = %Pu o(y) (e=nslim 2y
e quindi ponendo ancora
a,(m):Xi{m) "‘;:E_'f’kth('n) @:1121'"1”)
=+t
5iavra
v ?
> oy Xu() i) = 2 @b (=S.@)
con le (@), Bi(y) continne e puni:ualmente linearmente indipendenti
in K.
8i perviene cosi una volta fissato R ed ¢, alla goigsione del nucleo

Ay k{x,y) 0 due parti

Al ) = AW) 3 (@) (@) + AW Y)
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di cui la prima & il prodotto di un nucleo elementare (**) per il peso A(y)
¢ la seconda & contenuta in [I,]. Il fattore #(x,y) ha lo stesso in-
sieme N di singolaritih di K {a,y), ha Pinsieme di limitatezza — Q ed ha

. 1
per pseudo estremo superiore un numero = - S pertanto #(x, ¥) ap-

R
parbiene a [{].

Posto ‘
(10] So= (B o),
=] A ‘ ,‘ -
) Ty N=2 X0 Gy <EO -6, D«R
[12] pla M=o (@) 4 My sody  wCE - L7

la [1] pud secriversi nella forma

18] 2(x) =

f+ A E _,O'Lff)} +A(tsa), ,

le cui eventuali soluzioni, supposte note le quantitd £ (a norma del

teorema I, per [i|< (RM)l’ =R ¢ per &> K-J) sarebbero date da
[14 P@)=[40 3 pke Ay

con le p;={l] o puntualmente e linearmente indipendenti in K —1,%
Per determinare le <, posto

{15] dy () = Buv p),

{16] G M) = Buly) + 1 (Eer )a B LE

basta risolvere il sistema di # equazioni lineari algebriche
1

[17] . fo— Zld,.jc_,-z(qu),\ (3==1,2, ...,0) ,
g

ottenuto eliminando ¢(x) tra la {14} e la [10].

Pertanto le [11 per < R, non ammettono soluzioni, ne am-

L

Ly
mettono una sola o ne ammetiono infinite a secondo che tale sistema
& incompatibile, compatibile ¢ determinato o indeterminato.

44) Vedi [4} pag. 65) ovvero [1] pag. 486,
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Re il determinante

1ndy, =gy oeens — Ady
'—)\d-z’_ l""“‘)\d,eg ..... "‘)\don
118} DA('A‘) — \ ..................... 1\
l -k dorl =k dwﬁ """ 1— A dma 1

del sistems [17] & #£0 e se 4, rappresenta 11 complemento algebrice del

tormine che occupa la rTiga jo° © ia colonna i7¢, si ottiene:

[19] 7

Sostituendo infine le & ora trovate nella {14 e ponendo

N e o (e ] Ay
120] g5 X) =00,y %) + 2 25

P, Vg (@) CEO -3

vigulta che la goluzione cercata dovrebbe avere la forme
|21} plw)=[+ M fa P I

Viceversa nelle ipotesi postc Pespressione () data dalla [21] ha
genso, & C[1] e verifica la [1].

Per\| <R le funzioni y{x, ¥; 1), PRCRSET TR appartengono a 128

&7 Qimostra inolire che la funzione olomorfa hy, ora introdotta,

per < By coincide in tutto il plano complesso A con quella definita,
‘ 1 . o= A ‘ .
per al < dalla serie 3 ARt =h{z,¥;%) (vedi n.2) e che, per

(@, y) < B —J, soddisfa azghessa, alla relazione di rociprocita
hy - To==2(l s hp)a=17 (o B)a

oppure, ponendo
Hi(w, g, W) = A hal@, 4, %)

alla relazione

0, — K=3K:H=aHy XK.
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Risoruzioss neLna (17 per | < R

6'. — Posto
[10] nes= e oy
(127 05 ) = Bt (e 1) (ipj =1, ...)
(157 i ()= (g 20 = (B pa=dii()

la. {1'], dopo aver eseguito sul nucleo A(x)k(x,y) una decompo-
sizione analoga a quella effettuata sul nucleo A(y)k(x,y) al n. 6, pud
geriversi nella forma

| 7
Yy = |g(o) + p A@) 3 e i) + pA@) (b 8)
¢ la sua soluzione, supposte note le u;, sarh data da (teorema I')

(‘E"('T) = g(.’L) + A(m)é n;q: + ‘UA(:L‘) ’\y =),

rappresentando wg, na, .. ... yf, una soluzione del sistema algebrico
" R .
(17] A .Zid".m.fzg*}’f (=12, .,%)
J=

tragposto al sistema [17).
Chiamato D, il determinante che si ottiene dal [18] sostituendo
le d., con le d,=d,,. risulta facilmente:

D, =D, Ay==Ay .
Ripetendo le considerazioni ed i calcoli gia fatti per risolvere

la (1} nel caso SN <R sl conclude che:

L
LM

Trorena L. - Se ¢ (LM)™*ssp <R, Dy(u)#0 ¢ misU=0, lu [I']
ammette, nella classe C,{1)], una sola soluzione data per »C J=J+a, da

21 () = gla) + 9. A@) (g + By
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dove si & posto, per (@,Y) CE® T,

- i,n A
(207 Im yi ) =@yt e 2 T_)éj‘ Sp,.;(m) qiy) = hale, ¥+ 1) -

i3 Dy(w

RISOLUZIONE DELLA [1] © DELLA 1]
NEL GASO CHE A SIA UN AUTOVALORE (D, (2)=0]

7 _ Se invece, per un particolare valore di % (in modulo < R) si
annulla il determinante Dy(%) la caratteristica di gquest'ultimo sard
uguale ad 7--p, con p= 1.

In tal caso se
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gono due ¥ di sistemi fondamentali di autosoluzioni, rispettivamente
dei sistemi [17] e [17]; le espressioni
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saranno due p?c di sistemi fondamentali di autosoluzioni (*%), rispet-
tivamente della [1] e della [17] per we=D, sieche, in tali ipotesi, ogni
altva autosoluzione della {1] e rispettivamenre della [17 & del tipo
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con le a, e b, costantl non nulle, e viceversa. Dunque » & un auto-
valore delle {1].

o manifesto che: o(@) C ] ¢ V() € Cf1)-

Por contro, se A & un putovalore, per esemplo della [1), & (@)
Ja competente autosoluzione, dovra essese
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e quindi (§,™,E,®, ... .., E,®) & una p™ di autosoluzioni indipendenti
del sistema {17], che pertanto dovrd avere il suo determinante 1, (3)=0.
Dunque:

Ogni zero di D,(3) & un autovalore delle (1] e viceversa.

Inoltre, siccome, la condizione necessaria e sufficiente perché il
sistemu lineare [17], avente caratteristica #.--p, sia compatibile & che
il vettore termine noto sia ortogale alla varietd lineare delle soluzioni
del sistema omogeneo ad esso trasposto, ne consegue che se

(0™, 0,0, L g, ) =19, 00,8

& un sistema fondamentale di autosoluzioni del sistema trasposto, dovrd
essere
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¢ viceversa.
Analogamente partendo dalla [1'] e dal sistema [17'] si avrd:
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e viceversa.,
Raccogliamo le principali conclusioni nel seguente

TrorREMA DELL'ALTERNATIVA. ~ Se prefissato ad arbitrio R =
: . 1
risulte mis T it|>-.mﬁ- =0 allora:

o le [1] hanno entrambe soluzioni comunque si assuma il termine noto [(@)
i (1) e g{x) in C,l1] ed in tal caso ciascuna equazione possiede una
sola soluzione ed 3l parametro non & zero di Dy (0}

ovvero cid non avviene, ed allora * annulla D, (%), ossia & autovalore
per le {1}, le quali pertanto hanno in comune, ¢ con wguale rango, gli
autovalori e per ognuno di essi ammettono soluzioni quando e solo quando
i toro termini noti sono coorfogonali ad wun sistema [ondamentale di
autosoluzioni (e quindi a tuite le awtosoluzioni) della propria trasposia.

Le soluzioni della |1] vanno cercate in [U}, sono della forma [14],
ed il lovo insieme di esclusione ¢ CJ; quelle della [1'] vanno cercade
in Cy[1], sono della forma [14'] ed hanno il loro insieme di esclusione C.J,.

Il caso misT (0 sard esaminato in ung successiva nofa.
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