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QUESTIONI ANALITICHE INERENTI AI PROBLEMI
DI STABILITA DELIL’EQUILIBRIO ELASTICO ()

LUIGI BROGLIO

Svamarive, — Ut elastiel asquilibrii instabilitatem in subtilibus strncturis
investiget, Auctor quaerit expressionem tensoris deformationis in elastica re quae
finitis al alio loco in alium translationibus subiciatur, Exhibet deinde expressiones
laboris deformationiz usque ad secundi ordinis términos, quod attinet ad velam
cylindricum, ad quodlibet velum, et ad quodlibet medium tridimensionale.

1. - Una struttura sottile, dotata di curvatura e irrigidita da op-
portuni elementi di riguadro (timpani, centine, ordinate, ecc.) pud, come
& noto, sostenere 3 carichi a guisa di velo o membrana o guscio, ciod
aflessionalmente. Un siffatto comportamento statico consente spessori
minimi con l'ovvia conseguenza perd che laddove il velo risulti com-
presso si verificano condizioni qualitativamente non dissimili da quelle
di una sottile asta caricate di punta. Sorge cosi per molte moderne
strutture (volte-travi, volte di traslazione, ali e fusoliere a guscio dei
velivoli, ecc.) un problema di stabilitd elastica che generalizza gli ana-
loghi piti classicamente acquisiti — nella fattispecie il cilindro circolare
assialmente compresso e il medesimo soggetio & torsione semplice -
sia sotto 'aspetto geometrico, perché dal cilindro circolare si passa
a qualunque tipo di velo continuo, sia sotto il profilo dell’iniziale di-
stribuzione di sforai che, ben pitt complessa della semplice e costante
compressione o del semplice e costante scorrimento, presenta contem-
porance e variabilli da puuto a punto tutte ¢ tre le componenti degli
sforzi a membrana ¢ ¢iod i flussi di tensione normale T, e T, secondo
due direzioni ortogonali e il flusso di taglio S.

(*) Nota presentata dnll’Accademico Pontificio S, E. Gaetano Arturo Crocco
nella rivmione del 22 novembre 1951,
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In tale ordine di problemi si presenta talora singolarmente effi-
cace, come spesso accade nella trattazione delle pift ribelli questioni
di elasticita, I'impostazione energetica (1), secondo cni in una strut-
tura soggetta agli sforzi a membrana T,, Ty, S e per la quale siano
e, e, gli allungamentl unitari {nelle direzioni Ty, Ty) e w lo scorri-
mento, derivanti da una arbitraria terna congruente u, v. w, di spo-
stamenti, il minimo moltiplicatore critico %, del carico si ottiene mi-
nimizzando rispetto a w, v, w, il rapporto:

Wb

o L(S 5

ove Wi & potenziale elastico corrispondente ail termini del primo
ordine in u, », w, ed L¥, il lavoro degli sforzi moti Ty, T, S, per
offetto dei soli termini di e, e,, w, del secondo ordine in %, ¥, ®.

Poichs il calcolo di W rientra nella ordinaria elasticita lineare,
risulta la importanza del caleolo di L) ciod dei termini di e, ¢, o
del secondo ordine negli spostamenti. Anzi si pud osservare che la
approssimazione fino ai tormini del secondo ordine negli spostamenti
b sufficiente solo per spostamenti infinitesimi, cioé quando sl assuma
la ordinaria impostazione euleriana dei problemi di stabilita. B perd
ben nota (3) la fondamentale osservagione per cui un velo ourvo, per
offetto di spostamenti finiti pud trovarsi in condizioni pift gravi che
per lo imbozzamento incipiente, o ciot sopportare un carico inferiore
allo euleriano. Di qui Vinteresse teorico ed applicativo, per la teoria
gonerate della stabilita dell’equilibrio elastico, di cenoscere Vespres-
sione del tensore della deformazione per un corpo elastico soggetto
a spostamenti finiti. Questo appunto & il problema studiato nella pre-
sente nota.

Nella prima parte del lavoro sono date, in forma adatta alle ap-
plicazioni, le espressioni di e, e;, w, per un velo qualsiasi e per spo-
stamenti finiti, mentre nella seconda parte della nota si & data la

) W. Frueew, Statile und Dynamik der Schalen, Cap. 1X, Springer,
Berlin, 1984; G. XnarL, Moltiplicatore critico di wuna disiribuzione di carico su
una volla auloportante. Nota 1. « Rendiconti Accademia Nazionale dei Lincei»,
1946, vol. 1.

(2) THroDOR VON IKARMAN.
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espressione delle componenti del tensorve delle deformazioni per spo-
stamenti finiti anche nel caso di un mezzo tridimensionale per il quale,
come & noto, la struttura del potenziale elastico per spostamenti finiti
non & peranco del tutte precisata (*).

Vale forse la pena rilevare da ultimo che il metodo geometrico
di cul ci si & giovati nella presente indagine lha carattere di genera-
lith e potrebbe di consegunenza trovare vantaggiosa applicazione allo
studio di svariate altre questioni di meccanica.

2. — Nei problemi della elasticitd gli allungamenti unitari e scor-
rimenti debbono avere espressione cocrente a quella degli sforzi e deb-
bono percid farsi dipendere da ccordinate intrinseche alla strutturs
che si studia. In tale ordine di idee il Love (*) ha calcolato e, €, o,
per un velo qualsiasi, ma limitatamente ai termini del primo ordine
in w, v, w. Il Frieer (*) ha fornito, per il cilindro circolare e, e,
fino ai termini del secondo ordine. Nello stesso ordine di approssima-
ziono il Garwr (*) ha ottenuto, sempre per il velo cilindrico circolare,
tutte o tre le quantitd e,, e,, w. 11 Knrarr, nella nota citata, ha for-
nite le espressioni esplicite di e, e, @ fino ai termini del 2° ordine
nel caso del velo cilindrico quale si voglia.

Come casi particolari si rifrovano, in questa nota, i risultati del
Love e del Krary, non esattamente quelli del Frisar ¢ del Gannx i
quali due ultimi autori hanno assunto una diversa definizione per gli
spostamenti {*).

3. - Considero dapprima un velo cilindrico quale si voglia, sog-
getto a spostamenti finiti, Indice con P e P' le posizioni occupate da
un generico punto del velo prima e dopo la deformazione di questo
ultimo. Lo spostamente (P'—P) abbia compounenti w, v, w secondo la
terna intrinseca in P, costituita dalla generatrice, dalla tangente ¢ dalla

(1) A. SIGNORINI, Recenti progressi della feoric delle frasformaszioni termo-
elastiche finite, « Atti del Convegno Matematico», 8-12 Nov. 1942,

(*) Love AT, H., 4 Preatise On The Mathematical Theory of Flasticity.

(3) Op. cit,

() A. Gawwnr, Premesse analitiche alla stabilite delle wolte awloportanti.
« Rend. Mat. Universith di Roma», 1943,

(*) &. KrALL, op. cif., pag. 1290,

‘2 Adeta, vol. XV,
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normale in P alla divettrice del cilindro. La terna infrinseca sia de-
stra. Volendo studiarve Ja deformazione nell'intorno di P, assumo come
riferimento una terna @, y, # fissa, ciod non vincolata al velo, e ooin-
cidente, per comoditd, con la terna intrinseca in P dianzi descritta.
(31i spostamenti dei punti P, ¢ P,, infinitamente vicini a P nelle di-
rezioni @ ed y, hanno ovviamente, riferiti alle terne intrinseche loeali,
le eomponenti

{1] . w+u da vivde  wtwde
[2] u+%dy v+%dy w+%dy

0 ? o . . .
essendo 55 ™ ¢, {ﬂ;:( ) R ° { rispettivamente curvatura in r

della direttrice ed angolo che la normale in P alla direttrice forma
con una direzione assegnata.

Rispetto la terna fissa a, ,2 le componenti di (P',~P,) sono ancora
date dalle {1} e cosi la componente socondo  di (P'y— P,) & ancora data
dalla prima delle [2]. Poiche, invece, tangente e mormale in P,
sono ruotate di un angolo d} rispetio le analoghe in P, seguo che
le compouenti secondo y e z di (P',—P,) valgono rispettivamente
]

\v +fﬁdy}cosd¢-—\w+-ﬁ dy}sendula e [w +—ﬁdy cos d¢+tv+ Rdy\:‘sendq;.

MTraseurando gli infinitesimi di ordine superiore e ponendo

U=u V,=v W=
(3] % p— W WY
U2='E" Vg b R Wg— R
si conclude che le componenti di (P',~P,)e ai (P, — P;) secondo x, ¥, 2
valgono
w+ U da v+ V, do w+ W, dx
4}

w4+ Ugde v+ Vyda w+ Wyda

Il problema & ridotto ad essere identico a quello in coordinate ocar-
tesiane. Si pud scrivere

(P, —P)=(P, P+ (P, —F)— -1

(P’g - —P’) == (Prg - Pg) + (Pg e P) — (P' - P)
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e ciod 1 vettori (P',—P") e (P',—P") hanno, secondo @, ¥, 2, in base alle [4]
le componenti

(.L + U’.) d-’L‘ V[ dm Wi d(L'
[6]

U, dy (1+Vydy Wody

Si ottengono allors immediatamente gli allungamenti unitari e, e, e
lo scorrimento w;

g T VAT VI WS —d 0 Vi Ui Uk VLV, e WL W,
= VIV WETTE —1 (rey(ire

Naturalmente, per R-oo, le [8] forniscono

m’au_ WD@_ Maw
2“9‘1/’ 2%.@, = ng

e si ha il caso della lastra piana. _

Se, per un velo eilindrico qualsiasi, nelle {7] s1 suppone che le
quantita U,, V,, W,, siano piccole rispetto la unité e tra loro dello
stesso ordine di grandezza, sviluppando in serie le {7] e ricordando
. che per £, n, @ piceoli si ha:

1

V@+E +nf=1+54+ % na——g Enta .,
(8] )
. o)
- arc Sin w == @ 4 —6— + .

si oftengono ¢, €, o in serie di potcnze fino all’ordine di approssi-
mazione desiderato.
Cosl, ad esempio, arrestandosi al termini del 2° ordine, poiché

VTG T =148+ 5

E 4ot

dalle [7] si ricava:

ey == Ui + ';' (‘ViE +W{_2) + ..
9 X
eg :-:Vg 4 —2—' (ng + Ugg) 4
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[10} o= Uy +V)+ [(U1 Uy + V.Vt W W) — (U Vi) U= (U, +V)V,]
cloé
0) == (Uz + V;_} + |W1WQ —_ U{Vl “—U2 Vg] + .0

Le [9] ¢ {10}, naturalmente insieme con le (8], coincidono con i
sisnltati trovati dal Love, per i termini del 1° ordine, e dal Kmavn
per i tormini del 2° ordine, nei lavori citati.

4. - Nel caso di un velo gualsiasi soggetto a spostamenti finiti,
lo formnle precedenti, dalie [4] in poi, valgono integralmente. Si tratta
quindi semplicemente di precisare, per questo problema pitt generale,
le formule corrispondenti alle [8]. Indico ancora con P e P’ le po-
sizioni occupate ds un generico punto del velo prima e dopo la de-
formazione. Lo spostamento (P'— P) abbia componenti u, v, w, secondo
la terna intrinseca in P, costituita dalle tangenti alle due linee « e
di curvatura, e della normale al velo in P. Assumo ancora — per stu-
diare la deformezione nell'intorno di P - come riferimento fisso una
terna a, y, 2 coincidente, per comoditd, con la terna intrinseca in I
ora descritte. Gl spostamenti dei punti P, ¢ I, infinitamente vicini
a P nella direzione # ed y hauno ovviamente, riferiti alle terne in-
trinseche locali, le componenti

r 0 I

, v P agr w+rLda
[17] u+Adw U+Ad{L wiAd:L
o o oy 2 S
[21] ul—de v-!Bdgj 'zo+de
0 2 ) Y i el i
egsendo b—;:( ),-5—{;::( )y Ado=dx, Bdp==dy gh elemenu

lineari sulle due linee di curvatura uscenti da P.

Per ottenere le componenti di (P'¢—P,) ¢ (P, —P,) secondo z,y, #
basta rilevare i coseni direttori delle terne ay, ¥y, #1, Za, ¥s, 7, iDHTIN-
secho in P, o Py, rispetto =, y, 2, secondo la seguente tabella, ove
R, ed R, stanno ad indicare i raggi di curvatura delle sezioni noy-
mali del velo che hanno per tangente in P gli assi @ ed g rispetti-

vamente,
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B o c' s ” z
w1 A% dw | - %0; 1 —-X]—;—dy 0

[11] Yy "AA_B dx 1 0 %dy 1 __f}%
2 —%’? 0 1 0 %‘% 1

Trascurando gli infinitesimi di ordine superiore e ponendo

o’ A w A v w W
Ur=grggv—g Vim—ypurgs Wisgty
3] o . .
: U ! v w v w
Ur=gmaptt Vemaptty R VTR YD

si ottengono nuovamente le formule [4] e quindi tutte le seguenti fino
alle [10] incluse.

In particolare, dalle [7] e [3'] si ottengono gli allongamenti uni-
tari e, €, ¢ lo scorrimento w per un velo gualsiasi ¢ spostamenti

finiti:
' i& w\2 (-v_' A_ Pl —?J—U—,z-——l
YABYTR) Y\a TAB™ *‘(T%”}*A

312\/ il

1+3

- \/( B B By
= TAB 'S R2)+( ) (“’B“"“KE”_

e ian M e e i)

v5)
. B

(Lte)(L+e,)

Tu base alle [9], [10] e {8'] i termini di ¢, e;, @ del 2° ordine valgono:

0¥ = 1( Ay ﬁ.+£2
g \A A" Y\’ Ta)

= L _ BN (v N
e\ TasY T\ ®TE)

191
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Per i voli nei quali sia nulla la derivate logaritmica di A secondo {
o di B secondo  si ha, piit semplicemente:

£ = o (3’_)2 v ('“' v }i’ﬁ

- g\E) R TR
' o Lifay (v WY
o= )2

1 () — _.t_{_ ILPL .._?_)__ w, __(_‘tfi__l.{}_ Ei...,. .i_)......_ w_ }_‘t’-
(107 e (RﬁA)(Rz*B) K B.JA (B R)B ‘

5. — Nel caso infine di un mezzo tridimensionale soggetto & sposta-
menti finiti, non si tratta che di ripetere, generalizzandole, le considera-
zioni precedenti. Indico ancora con P e P’ lo posizioni occupate da un
punto del mezzo prima e dopo la deformazione. Lo spostamento P'— P
abbia componenti u, v, w secondo la terna intrinseca in P costituita dalle
tangenti in P alle tre linee coordinate 2, 3,7 del sistema di coordinate
curvilinee generali alle quali il mezzo si intende viferito. Per studiare
la deformazione nello intorno di P, assumo ancora como riferimento
una terna destra x,y,z fissa e coincidente, per comoditd con la terna
intrinsecs in P dianzi deseritta. Gli sposta.menti dei punti B, P, Py
infinitamente vicini a P nelle direzioni #,y,z hanno ovviamente, rife-
riti alle torne intrinseche locali, le componenti:

w v w'
u+K~dm v+—1~{dw w+—j’:da:
i 1'1" ?.-7 'Ml)
[1"} u+wA—dy v+—]—3ndy w+li§mdy
u:i: ,Uti: w:i:
u-l-ﬁdz u+wcwdz w-u-é—dz

essgndo 5% =(); 3)2[’3 =( ) —%::( Y o Ada=dwx, Bdd=dy;
Cdy =dz gli elements Yineari sulle tre linee coordinate uscenii da P,
Per ottenere lo componenti di (', —P,), (P, —Py), (P's— Ps) secondo
2,y,2 basta rilevare i coseni direttori delle terne @, Y121, @z¥z e TslYs s
(intrinseche in P, P, Py) rispetto x,y,2 secondo la seguente tabella
in cui, ad esempio, 7y rappresenta il raggio di curvatura in P della
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sezione normale alla superficie {==cost che ha in P per tangente

l'asse z.
@ # % g e e wy wo| o -
o 1 % 4w 4y g 1o | %
g3 T34 Pyo Pis
12 ; d z
A2 de ) g L g L) o |1 | &
Tey Pig Pie Pag
o L 1 o [ W |4y
a1 T3e P43 o3

Trascurando gli infinitesimi di ordine superiore e ponendo

o' ? w TR wo 1w
U,me — = e o Vo e e — W, = B
A Toy Ty i 79y A ' "33
. ) ) » w0 W v i
I_d”_l U2 -5 -B"' + V‘z = e —3" e \Ve = '- 1
Pz P 1 Pag Py B
ES <k o
w W v w 7 W
Ua'-—:"”(“‘" + - V;;ﬂ-@-" + o nﬂ——‘——".“"'i-—o“
Y P11 Taa Tig ¥ag

si conclude che le componenti di (P, —P,), (P's—Py), (;—Py) se-
condo «,y,z valgono

w+ U dx v+ Vyde w+ W, dx
(4] w+ Uy dy v+ Vydy w + Wody

w4+ Usde v+ V,dz w+ Wids

3

Tl problema & ancora una volta ricondotto ad essere come so il
mezzo fosse riferito a coordinate cartesiane ordinarie.
Con il solito ragionamento si conciude che le componenti di
(P, —~P) (P, —P) (P —P" secondo a,y, z valgono:
(1+U,)d V,dx W, de
{6"] U, dy {1+ V,)dy W, dy
U, dz V.dz (1+ Wy)dz
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cosicchd 1 tre allungamenti e;,e,,e; ed i tre scorrimenti w,, ws, oy
valgono:

[7"]
b= VT4 U+ VE+WE -1 sino= YE ot +(]:U_: :J; (I-]-V:Za) e
P 3

v VTV FTTIWIT —1  sin ag= s ”P(;Ut E; 2‘1‘:*2’) +Wo W,
re (e

. U+ V,+ U, U4V, Vot W, W,
mi/ W 2 % W — i :--—E———- = 12 L2 2 :
ey == V(L4 W) + U+ VP =1 sinoyg (LT+e,) (1+e)

ConcrusioNs. — Le formule {7”] forniscono le sei componenti del
tensore delle deformazioni in un punto gualsiasi di un mezzo elastico
tridimensionale soggetto a spostamenti finiti. Le formule [7'] partico-
larizzano il risultato stesso per un mezzo bidimensionale soggetto a
spostamenti finiti, Tall risultati possono utilizzarsi, come detto al n.1,
per lo studio della stabilitd elastica di strutture complesse quali le
grandi coperture ¢ le ali ¢ le fusoliere a guscio dei moderni velivoli.





