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S CONFIGURAZIONE DI EQUILIBRIO
- DEL FONDO MOBILE DI UN CORSO D’ACQUA
(Con due figure)

STETANO TEOFILATO

BYMMARIVM. — Perpenso aequilibrio unius particulas in fluvii alveo mobili,
. Auctor determinat quanam aequations differentiali, quanam aufem aequatione
© -{inita exprimi possit figura, quam exhibot imus alveus, qui o variis hydraulicis et

mechunlcm viribua sollicitetur.

Llencare le varie circostanze dalle quali dipende Verosione di

- un alveo non & semplice. Poche ricerche sistematiche esistono in questo
. campo.e la maggior parte si riferiscono a casi particolari.

_ 11'Veroness ("), nella promessa ad alcune sue esporienze, ha espresso
il convincimento che sull’escavo dovuto ad erosione influiscano le con-
--dizioni idrauliche determinanti il flusso dell'acqua ed il peso specifico
- del materiale di fondo, e che esso prevalentemente prenda origine dagli
. urti e dalla conseguente formazione di vortiei i quali producono sia
“impulsi verticali, di sollevamonto, sia orizzontali, di frascinamento.

- “In proposito & mia opinione che la intuizione del VERONESE circa
.. la formazione di vortici trovi la sua esauriente spiegazione nella teoria

dello strato limite, che & lo strato nel quale, nel caso idraulico, a
partire dalla parete di fondo, il gradiente della velocits, preso nor-
. mahnente ad esss, & molto grande, ed 11 cul spessore & determinabile

" con la legge di Blasius. |

(") Nota presentata dall’Accndemico Pontificio 8. E. Giuseppe Armellini

s i1 12 ottobre 1950,

k {(*) A. Veronnsn, Erosioni di fondo a vatle di uno searico. «Annah LL, PP.~,
S B9, 1987,

© 8 Aeta, vol. XIV.
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£ noto infatti, dalla teorin svolta dal Prawvrr (*), che nell’interno
dello strato limite, ad una corta distanza verso valle, dipendente dalla na-
tura e forma della parete investita dalla corrente, questa subisce una
_inversione. Invero, poichd lo strato di liquide infimo aderisce alla pa-
vete, allora lo strato immediatamente superiore, trattenuto da quello
- gottostante, rallenta e, diminuendo la sua velocith di avanzamento,
provoca pilt & valle, in base al principio di BrrNouLLI, un aumento
di pressione. A questo aumento segue, allora un richiamo di fluido
verso la regione di minore pressione, formando cosl una controcorrente
verso monte, Questa controcorrente, accoppiandosi con quells princi-
pele, da luogo alla formazione del vortice, la cui energia rotatoria,
assorbita a spese di quella cinetica posseduts dalla corrente principale,
fornisce il lavoro necessario all’escavo; il. vortice opera cosl a modo
di macchins escavatrice.

1! fenomeno dell’erosione continuerd fintanto che il fondo non
assume quella tale configuraziome, la quale consenta l'equilibrio tra
le forze dovute alla natura dissipativa dell’attrito, alla viscositd e
alle forze di massa. . ‘
~ Nel presente lavoro, basandomi sull'ipotesi di un siffatto equilibrio
e, compatibilmente con le' condizioni c¢he si verificano nella pratica,
s_ch_emat_iz_za,ﬁdo al massimo il problema, al fine di evitare gravi com-
plicazioni analitiche, sono riuscito a determinare od integrare l'equa-
zione che permette di tracciare la configurazione assunte dall’escavo,
in funzione delle varie carstteristiche della corrente e del materiale
-dell’alveo.

Lo schema adottato & naturalmente suscettibile di perfezionament,
in ogni modo mi & sembrato gid abbastanza interessante esibire questo
primo saggio a carattere esclusivamente teorico, del quale, in una
‘successive nota, potrd darsi la verifica attraverso apposite esperienze
attualmente in preparazione presso il Laboratorio di Idraulica dell’Uni-
versitd di Roma.

§1, ~ EQUAZIONE DIFFERENZIALE DEL PROFILO DI RQUILIBRIO, ~ S1
tratti di studiare il fenomeno dell’erosione quando il moto del-

l'acqus sis in condizioni di regime, per il guale ciod non si veri-

(1) PravprL & Timumiess, « Hydro: und Aeromechanile, I Ba, pag. 80.
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fichino pit variazioni, né di livelli, né di velocitd. Immagineremo
il primo strato del fondo dell’alveo, quello immediatamente a contatto
icon la eorrente, come costituito di particclle disposte a formare, da
‘monte & valle, una successione di cilindri ad asse orizzontale, di
.__':dimmefro @, eguale a quello medio che le singole particelle hanno
nella realtd, e lunghezza eguale alla larghezza dell’alveo considerato.
‘Lo schema, valido per tutto il corso d’acqua, varrd anche per il tratto

Fig, 1.

“-nel gunale si verifica l'cscavo, dove i grani del materiale di fondo
q ) g

“ . sl considereranno duyngue come solidi adagiati sulle generatrici del

~cilindroide costituente lo scavo stesso. Lo schema indicato permetterd
-di concepire il moto del materiale come un moto piano, almeno nel
. plano longitudinale verticale, della mezzeria dell’alveo.

: Supporremo anche che nessuna azione dei materiali leganti, di

- uatura in prevalenze argilloss, venga svolts in modo da modificare

. le conclugsioni del presente studio sull’erosione, poichd essi cortamente
vengono eliminati dall’azione dilavatrice della corrente, prima che
i inizi la formazione dell'escavo. Cosi i cilindri, nei quali si & sche-
- matizzato il fondo, i possono considerare appoggiati l'mno all’altro
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o capaci di muoversi strisciando e rotolando rispetto allo strato di -
fondo immediatamente sottostante a quello in movimento, |
Biano al solito p,, g, i‘_ispé'ttivamente la massa specifica dell'acqua
e ‘del materiale solido di fondo; siano j, 1,7, rispettivamente i ver-
sori della verticale (vivolta verso il basso), "dells. tangente (nella figura
dirvetts, - da sinistra verso destra), e della normale (diretta dal fondo
verso la ‘corrente), questi ultimi due versori, tangente e normale, ap-
- partengono alla linea s che rappresenta il profilo del fondo in equi-
~librio con le azioni della corrente. Infine sia p il versore della lines
“-.che rappresenta il pelo libero dell’acqua. Riferendosi alla disposizione
- del sistems ‘di forze raffigurato nella fig, 1, si dovranno prendere in
" considerazione le seguenti grandezze: |
@) _L& forza di trascinamento, che si ritiens eguale alla somma
“yottoriale delle due seguenti azioni distinte: quella derivante dal moto
- dell’acqua e che risulta agire sul fondo anche in &ssenza dell’escavo
e quella derivante dal moto dell’sequa nello, spessore dello strato
~ limite, nel quale si-manifestano le azioni della viscosita, in immediato
_contatto con le singole p&ltmelle delle quali si ricerca la legge di
equlhbllo Sard clod: :

i o ..‘_]’=4’££+%‘f

nells quale §, e ¢, sono rispettivamente le intensits dei due vettori
che rappresentano le due distinte azioni, ambedue quentitd costanti.
La prima azione di trascinamento, quella di intensitd ¢, potrd ri-
tenersi proporzionale alla pendenza piezometrica del corso d'acqua:
questa legge, di carattere macroscopico, si deduce dalle equazioni glo-
bali del movimento (*). Percid la ¢, che eguaglia il prodotto ¢, p,
& da ritenersi nel nostro caso costante in media, prescindendo quin—&i
dalle variazioni di pelo libero che possono riscontrarsi nel corso
d’acqua allorchs si forma lo scavo. La seconda azione di trascinamento,
quella dovuta alla viscositd, pud 1a,pplesenta.1s1 mediante la seguente
espressmne ' '

¢ewfp~-dc t——%_'g

«(*) G. px Ricco, Lezioni di Idraulicea.
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._é.lla,' quale con o si & indicata la superficie della particella solida
ivolta verso la corrente e percid lambita dallo strato limite, nel
'ual.e lacqua ha la veloeitd V, alla distanza n, presa normale alla o,
"_con t il versore della tangente in un generico punto di a. T terzo
:mémbrb della precedente espressione si potrd scrivere considerando
:116 la media dei vettori divetti secondo t nella o pu(‘)‘ritenersi di-
otto .secondo il versore 7, della tangente al profilo di equilibrio s,
_el punto ove la pmtlcclla si appoggia al fondo.

©. In base a quanto si & esposto, si deve concludere che il valore
"della azione di trascinamento ¢ dipende sia dalla velocith della cor-
: ente o percid dalla scala del modello usato per le csperienze, sia
‘dallo spessore dello strato limite e percid dal numero di Reynolds
_che si riesce & realizzare mel modello stesso. .

' b) Siano ancora T e T, le forze dovute alle pressioni esercitate
“dei cilindri contigui, rispettivamente a monte e a valle, su quello
.jc_dnsidemto. Tali forze dipendone ovviamente dalle condizioni secondo
le-quali avviene il primo urto della corrente sull’alveo mobile (efflusso
~da bocea a battente, da stramazzo, ece.). Ad ogni modo lurto dell’acqua,
da, sempre luogo alla trasformazione dell’energis cinetica in energia
di pressione, porcid la pressione inizisle, esercitata sul fondo dell’alveo,
._-'pbtréJ ritenersi dipendente dalla pressione di ristagno che compete
~alla corrente.

- © ¢) Siano P o IT rispettivamente il peso e la spinta idrostatica
= idella ‘pu,rticeila, in esame; sia N la reazione perpendicolare allap-
'-""poggm, azione esercitata dal fondo contro la particella.

o d) Infine siano presenti nello studio dell’equilibrio le azioni
_:dovute agll atiriti al moto: la forza ¢, esercitata dal fondo sulla par-
ticella, la. quale si oppone al moto di strisciamento, e la coppia M, =Nk,
i atérito al rotolamento, nella quale € & talvolta chiamate «sposta-
mento del contafto ».

Le condizioni alle quali soddisfa equilibrio della particella si
K'(_)t.tengono in primo luogo annullando il momento risultante del si-
stema di forze rispetto al punto di appoggio, cosl si ha:

~ . CD N
2 D(drcospt+ )+ wg—(P_m]I)cosHJ_‘Eé-Ns:O
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A questa relazione dovrd aggiungersi l'equazione vettoriale che
esprime l’&nnullarsl del r1sult&nte del.smtem& di forze:

3} ‘I’ii’-""‘(% }T+(T¢—Ti }+(P j+Np=0

Assumeremo l’a,sse delle ascisse @ orizzontale e quello delle or-
. dinate .y verticale e diretto verso il basso. Congiderando escavi poco
profondi ed ad andamento molto graduale, potrd ritenersi il rapporte
" dyf/de quantitd piccolissima rispetto all'unitd, sicché il quadrato di
-egs0 sia .da considerarc gquantitd trascurabile. Allora, dalla espres-
.éio_ne_:dell:’elementio lineare: ds=V'dx® + dy®, risulta:

L ds dy\* "= 1 {dyV\

montre la curvatura del profilo di equilibrio, 1/R, tenendo conto di
. quanto ora si & detto, & data da:

. . -‘ _. . 1 _ dzy ’ dy o 3[" d2y
e 'ﬁ"ﬂ"“(&?) [t

~ Inoltre la variazione delle forze di compressione pud scriversi:

:—-’Asﬂﬁr-pAs—rllf_z .

. l T
[-6]. Tr—Tyzyo=—A(Tr)=— ;'M d(ds—) {77 ds - R

Sostituendo poi all’elemento di linea As, per la sua piccolezza,
le. dimensione @ del diametro medio del materiale di fondo, e tenendo
conto delle [4], [B] e [6] si ottiene, dalla [3}:

M dptG—z—9 9y 0TI Yy 2T j4 Naw0

Per passare dall’equazione vettoriale ora scritta a quelle scalari
- & necessario eseguire i prodotti tra i versori delle direzioni lungo
le quali agiscono le varie forze e quelli della tangente ¢ della normale
al profilo s di equilibrio del fondo. In questo calcolo, senza com-
mettere apprezzabile orrore, si confonderd il senc dell'angolo tra il_:
pelo libero dell'acqua e l'orizzontale, con l'arco, indicato con v nella
figura 1. Allora dalla [7], proiettando dapprimsa sulla tangente e poi
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“sulla normale, si otterranno rispettivamente le due seguenti equazioni

sealari:

8 | %[%H(P“H)}“@g%*(q’”q’”"@mo
@

9] .,_CDTg—:;%mq: byt N— (@~} =0

Mentre dalla [2] ¢i ricava:
D(/, . P-T\d
(10 =2l B gy

Eseguita la integrazionc della [8], introducendovi la costante di
integrazione C,, si giunge alla seguente espressione:

[11] DT = Py + Py =) + [y +(P~ID]y + Cy

"~ la quale con pih semplici notazioni, si serive snche:

o [1la) - —@PT=Ax +By—C,

Eliminando T ed N fra la [9], [10] e [11a], risulta:

[12] (Am+By—-Cu)d ; !¢1+ (%T -H)idw

""“(‘I’A‘sz)_(]? H) gy y=0
‘La quale, pitt semplicemente, con evidente significato dei nuovi

simhboli si serive cosi:

[124] (Ao +By— )LD pop

Che & I'equazione differenziale del profilo di oquilibrio assunto

"~ doll’escavo.




24 " PONTIRICIA AGAD_EMIA.SGIENTMRVM
- §2, - INTRGRAZIONE DELL EQUAZIONE .DIFFERENZIALE DHL PROFILO
DI EQUILIBRIO, - Posto allora:
(18] . Az4By=Ci=y
la [124] pub esprimersi cosi:

_ dv . an '
4 dm(ﬂqd)+A+(D 2A) DA +FB=0

da, cui, mt.eglando
[15; - na—m—+(D—2A)n+ (A*~DA+FB)a—C, =0

. nella quale C, rappresents une costante integrazione, La [1B]; con
pilt semplici not&zioni, pub soriversi:

{15_0,}_ 7} +Hy+ Ko C,=0

Assunte le nuove variabili z e £ date da:

[16] s=¢; E=Ke—0C;
e [16a] diventa:
' zdz —dg
17 =
o g+ Ez+~1— ¢
K K

‘ Ora osistono due tipi di soluzioni del problema in esame, a se-

conda che le radici z, e %, della espressione a denominatore del
primo membro della {17}, che & un polinomio di secondo grado in z,
sono reali o complesse. -

o) Prima soluzione.
Ammettiamo dapprima che le radiel z, ¢ 2; sopra indicate siano
reali; allora dalla [17}, integrando, si ottiene la seguente espressione:

|z— 2] Fafler—a1)

lzo"‘zi|

I 3

#f(=s-21) { |20 ..._.32]
{2 —2)
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de cut, per le [13] e [16], discendono:

L ., .
e _m=%{~az(z>+0¢z; y=5{0- g+t (= F)

: ";.che insieme forniscono, tramite il parametro z e la funzione £(z) date
©dalla [18}, la rappresentazione del profilo di equilibrio del fondo.

b) Seconda soluzione.
Se invece le radici 2z; e 2, sono complesse, ciod date da:

8 ‘ e /IR
- 120] b, gy —BEVAR-HT

2K

" allora, integrando la [17], si ottiene:

[2]_] E(z) - Eo B(—g—-)(nm tg zn;ﬂ‘_ are tg E%ﬁ) Vm

(2 —a)* +b*

~la quale prende il posto dells [18].

¢) Osservazione.
Anzitutto si osservi che dalla prima delle [16], tenendo conto
della [13], &i ha:

dy 1 1)
[22] ﬁ-——f(A+Hu;

che si annulla per il valore di z==z,:

281 S

Dunque l'annullarsi della derivata % gi verifica per un solo

~valore del parametro z=z,, valore che dipende soltanto dalle gran-
: dezze fisiche del problema, come sono lattrito, la viscosita, la dimen-
~ slone dei grani, il loro peso specifico e non dipende affatto dalle
. condizioni estremali.
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d) Determinazione delle costantt di integrazione.

Il profilo dell'escavo, quale risulte nella realta, ha un andamento
che pud generalmente schematizzarsi con quello rappresentato nella
figura’ 2. Cost, riferendosi a tale rappresentazione, a partive dalls
progressiva x =0, lapprofondimento dell'alveo dal valore iniziale
nullo, y=0, cresce fino & raggiungere un valore massimo, di qui esso
torna & diminuire fino a raggiungere, in un -certo punto di ascissa
2 =1, la retta 7 che costituisce il fondo del canale prime dell’escavo.

L NP iy
R R e ST
MO R A ML X PAE LY
PR YT SRl Y P A
N L irat T

FMa. 2.

In questo punto sard y=:0 se l'inclinazione iniziale, A, del fondo
rispetto all’orizzontale & molto piccola e lo scavo di lunghezza limi-
tata, mentre nello stesso punto, secondo l'esperienza, il profilo risulte
_tangente alla linea 7. _

In questa ipotesi, dunque, di scavo di lunghezza limitata e pic-
cola inclinazione iniziale del fondo, segue allora dalla seconda delle [16],
per w==0; '

[24] Eom — Oy

mentre dalla seconda delle [19), ponendovi #==0, y==0, tenendo conto
della precedente relazione [24] e assunto z, corrispondente ad = =0,
si ha: '

[26] : Oy Gy 25520

sempre dalla seconds delle [16] per x=I; segue, indicando con §
il valore assunto da £ in corrispondenza: *

[26] E;"" OAﬂKE
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. . o d1 T
siccome poi per x =1 si deve avere am-'l =4, dove A & linclinazione
: x

iniziale del fondo, allora dalla [22] segue:
' ~—1 i

[27] }\m-—ﬁ—(A+H--§t—)
dove 2 & legata a & dalla [26] dalla funzionalith espressa de E=E(z)
secondo la [18] .0 [21].

In conclusione i1 sistema di equazioni formato dalle [24],[26}, [26),
[27] cui si aggiungerd la [18] oppure la [21], & seconda che tratbasi
di soluzioni reali o complesse del polinomio di secondo grado in 2
a denominatore del primo membro della [17], stabilisce i legami in-
tercorrenti tra le grandezze C,, Cy; 20,8, 25, e sufficienti alla loro
determinazione.

§8, - CnImioa DEI RISULTATI ANALITICI, -~ Dalla deserizione del-
I'andamento del profilo dell’escavo si nota che per inclinazioni del
fondo trascurabili, cioé per Ae20, in due punti di tale profilo si deve

verificare 'annullarsi delle derivata g% ; mentre per quanto si & detto
nella osservazione del pre.cedente paragrafo (lettera c), il valore del
parametro z che rende nulla tale derivata & unico, dipendente dalle
sole quantitd fisiche del problema e non dalle sue condizioni estre-
mali, Per soddisfare allora alle esigenze della rappresentazione del
profilo in parola segue che la funzione £(z), medianie la quale si
esprime il legame esistente tra il parametro stesso z e la progressiva a,
dovrad risultare una funzione reale a pitt valori,

Cid & solamente possibile qualora sussista la [21] anzichs la [18].

Difatti nella [21] figura la quantita:
& a—-a
[28] GH"E are tg—b—

& posto:

Z e @

arc tg 7
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si conclude che i valori di £ che si oftengono dalla {21] formano
une progressione geometrica la cui ragione & data 'da:

@
[29] e T
poichd i valori del fattore [28] si ottengono aggiungendo a & mul-
tipli di =. :

Ore resta da verlﬁcare se, attese le varie condizioni fisiche alle
quali & soggetto il fenomeno dell’escavo dovuto ad erosione dell’alveo,
nella realtd sussiste o meno la po';s1b111té, che le radici z; e 2, siano
quantiti complesse

Perchd .cid sia verificato dovra risultare positiva e non nulla la
quantitd sotto il segno del radicale nella [20], che, tenendo conto
delle varie posizioni fatte, si pud scrivere:

[30] 4K —M*=4FB -D*>0,

questa rappresenta in forme sintetica la diseguaglhianza:

4.(13....11‘)24. 4-? (4?4. Ue) (Yo p+ P—T1) — 4 (4, ) — lupi N (qw +Pgn)r>o .

- Delle grandezze che figurano in questa espressione si pud dire
che & noto il diametro 9 del grano di sabbia del fondo; che la |,
pud essere data in funzione della profondits dell’acqua, quando si
conosca la pendenza di pelo libero del corse d’acqua; mentre la P o I

possono determinarsi a priori facilmente. Grande incertezza invece

- permane nella scelta del valore da attribuire alla e. Nei trattati spe-
cifici essa ha il valore compreso tre 0,6 e 0,06 mm., nel caso di roto-
lamento sia di legmo su legno, sia di ferro su ferro.

Cosl assumendo il diametro del materiale che costituisce 1’alveo
del corso d’acqua eguale in media a 2 mm, il suo peso specifico eguale
a 2600 Kg/m® e facendo variare la grandesmze ¢ nel campo compreso
tre, 0,06 o 0,6 mm, 81 & determinato per tre differenti valori della pen-
denzs del pelo libero: y=0,0006, v =0,0010 ¢ y=0,0015, l'intervallo,
Ry, Iy, delle profondita della corrvente, nel guale esistono le radici
complesse del polinomio di secondo grado inm 2, & denominatore
della {17},
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Nella seguente tabellina si riportano i risnltati della applicazione
. nummerica eseguita

. ¥ =0,0005 ¥ 50,0010 w = 0,0015
{m) By Iz N ha N ha
{m) {m} {m) () () (m)
0,5.10~5 | 869 | 5695 81 | 2444 54 | 2015
2,0 . 104 3,6 1810 1,7 70,3 1,1 47,2
8,5.10-4 12 79,8 0,6 40,1 0,4 26,9
5,0.10—4 0 57,8 0 28,6 0 19,1

Dai risultati ora esposti, che sono validi per alvei con inclina-
zione di fondo, prima che in essi si manifestino gli effefti della ero-
sione, trascurabile o nulla, ciod per i quali A0, si trae che all'aumen-
tare della pendenza di pelo libero, a paritd del valore di e, lo inter-
vallo hy~h, diminuisce di ampiezza, abbassandosi anche il valore
assunto dall’estremo h,,

Inoltre a paritdh di pendenza di pelo libero, aumentando il valore
della grandezza ¢, la profonditd #,, che limita inferiormente il campo-
di esistenza delle radici complesse della [17], diminuisce assai rapi-
damente e tende ad annullarsi. '

In conclusione, le soluzioni analitiche derivanti dalla [18], per la
esistenza delle quali & condizione nocessaria la possibilith di ottenere
radici complesse dalla [17], individuano, per gli alvei a fondo ini-
zialmente orizzontale, o assai lievemente inclinati, la configurazione
di equilibrio assunta dal materiale mobile che li costituisce.

Cid, infine si dovrebbe verificare tanto pih facilmente quanto
pit elevato & l'attrito al rotolamento delle particelle, poichsé il limite
inferiore dell’intervallo di profonditd, h,, entro’il quale si hanno ra-
dici complesse della [17], tende & zero, qualunque sia la pendenza
del pelo libero del corso d’acqua, al crescere di e,

La possibility di ottenere soluzioni analitiche che siidentificano con
~ la configurazione ondulate di fondo, sempre per alvei orizzontali o a lieve

- pendio, esiste anche per altri campi di profondita della corrente, il cui
limite inferiore, &, & tanto pili piccolo quanto maggiore & la pendenze
del pelo libero, per qualsiasi valore assunto dalla grandezza e.
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