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- SOPRA LE INVOLUZIONI |
APPARTENENTI AD UNA VARIETA DI PICARD

A, ANDREOTTI

SviearivM, — Theoremata ENriques-Smvirr, de possibilate generandi, per
birationales transformationes, involutiones quae insunt in superficiebus hype-
- rellipticis, ad varietates Abelianas extenduntur. :

La classificazione delle superficie iperellittiche, com’ stata fatta
- nelle classiche memorie di ENriques-Severr ¢ Bagnera-De Francais(t),
riposa essenzialmente sopra i fatti seguenti: .
_ a) ogni corrispondenza razionale (1,#n) fra due superficie ipe-
-rellittiche di rango uno F,F', di luogo su T ad una involuzione
generabile con un gruppo di trasformazioni birazionali di 2* specie
& ' in sé;

b) ogni involuzione sopra una superficie iperellittica di rango uno,
la quale possegge un numero finito di coincidenze e non sin composta
con un'involuzione abeliana di rango uno, & generabile con un gruppo
di tra.sfmma.zmm blmzmnah della supelﬁcle sostegno in g8,

(*y Nota presentata dall’Accndemlco Pontificio 8. E. Francesco Sevem 1i
16 maggio 1951.

" (*) ENRIQUES-SEVERI, Mémoire sur los surfaces hyperelliptiqgues, « Acta Ma-
thematica s, t. 32 e 38 pagg. 283-392 e 821-403; prix Bordin, 1907; BaeNera-DE
Francuis, Le superficie algebriche le quali ammetiono una rappresentazione pa-
rametrica mediante funzioni iperellittiche di due argomenti, « Memorie della so-
- ‘cieth italiana delle sienze {detta dei XL}», s. 8, t. 15, pag, 251-843 (1908). La prima
dimostrazione completa doi teoremi sottoindicati & di Exriquns-Severij solo pitt
pitt tardi De Frawcnts (< Rondiconti dell’Accademia dei Lincei», giugno 1936)
© riusel a liberare da ogui ipotesi restrittiva la dimostrazione addotta nells citata
Memoria. : : :

10 Acta, vol XIV,
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In guesta nota ci proponiamo di estendere questi teoremi alle
~ varietd abeliane di dimensione qualsiasi (n. 1- 3) (V).

- L’estenzione non presenta eccessive -difficolth (se si suppone che
la varietd imagine della involuzione abbia almeno un plurigenere
uguale ad 1), ma ci pare opportuno rilevare come solo in guesta
- direzione sia. lecito ‘ricercare. un ampliamento . del campo di validita
di ‘detti teoremi, Si- é' cerca.to infatti di trasportare ad una supelﬁcw.
: algehrlca, qualunque (0 ‘poi ad uns varietd) un teorema analogo al
* teorema b asserendo la possibility di generare con trasformazioni bira-
_"monah ogni mvoluzmne dotate di un numere finito di coincidenze.
. L’assersione si & dimostrate errones dopo aleuni esempi addotti da
_.DANTONI e recentemente da Garra(?), pur rimanendo aperts l'ipotesi

L ‘_Gl_l__e 1anon vahdma, del teorema dipendesse come nell’esempio di DaNToNI

" dalla ‘assoluts -mancanza di coincidenze o, come in quello di Giarra
~dalla ‘presenzs di curve fondamentali. Ebbene qui. proviamo che nella .

o forma suaccennate il teorema & falso gid sulle superficie iperellittiche
. ~adducendo .come esempio una involuzione con un numero finito non

nullo ‘di coincidenze e priva di curve fondamentali. La ragione di
questo fenomeno viene illustrata al n. 4. - S

1, - Cominciamo a dimostrare che una varietd W, d'irregolaritd -
. superficiale 2 imagine d’una tnvoluzione sopra una varietd di Picarp V,
3_ essa stessa una varietd di PICARD e lm’uoluzaone su 'V, st genem con
un gruppo di tf'asformazwm bzmzzonala di 2* specie. ’
Indichiamo invero con Q==(,) (r==1,..,p; s==1,..,2p) la
matrice dei periodi degli integrali semplici di prima specie U,,.. T,
di W, e con o={(u,) (»=1,.,p; s==1,...,,2p) Panaloga matrice
per gli integrali semplici di prima specie u,...,u, di V,. Siano:

- [lj B o _ U(y) = ?h?‘i.&_u’?p(m} + ¢ S (mod @)
ERETIE T e il ey ' N ' '

o ¢ {4 Bi veda pel problema la rubrica «Problemi, risultati ¢ discussioni» dei
"« Rendiconti ‘di Matematica e delle sue applicazionis, 8.5, t. 4, pag. 108; (1948).
(%) Gamra, Suilesistenza di wna serie infinite discontinua di trasformazioni
razionali. s « Atti dell'Istuto Veneto», t. 109, pag. 136-130; (1950}, :




~le equazioni trascendenti della corrispondenza fra W, e V,, e

f _ . » %
§ [2] _ gn Ky e = zlsir's £
N ' t=ly e, 5 v=1, 00, 2

‘le corrispondenti relazioni di Hurwirz. .
_ " Poiché il determinante delle 3, & diverso da zero, possiamo cam-
- biare su V, gli integrall #,,..,u, e sostituirli con gli mtegrah.

k2 m'zh aty, Con eid le equazmm [1); [2] assumono la forma

. : . "
Uy)=v(x) +¢  (modw) Wy = ?s x
?‘=1)'"}P i=l, ., P Tl L 2p

~avendo indicato con o == (w,,) ancora la matrice dei periodi dei nuovi
integrali v,. '

Cambiando il sistema di periodi primitivi di @ e o, si pud far
‘st che («,), che in tal guisa viene moltiplicata a destra e a sinistra
per matrici unimodulari, si riduca alla forms diagonale canonica.
In tal modo le [2] assumonono la forma '

iy S5 Y. Qi,.

t=1, ..., 93 T_":l_r wn @ -

colle v, interi (che possono supporsi positivi e ciascuno divisore del
' suceessivo). ' X
"B chiaro allora che Uinvoluzione (*) esistente su V, & generata
~dal gruppo delle trasformazioni di 2 specle date al variare delle p. frai
numeri 1nter1 dalle equ&zmm

N m!i
v, () = vix) + 2 P":
=1, .0,
cid dimostra I'asserto.

Per p=2 si ritrova il teorema @ dell'introduzione, -

(*} Dordine « = Deb (xm) == v; v5 110 vgp,




110 0 U PONTIFIOLA ‘ACADBMIA SCIBNTIARVM -

2. ~ Veniamo all’estensione del teorema b: Ogni involuzione sopra
wuna varietd di PIcaRD V,, possedente al pit oo™ coincidenze con al-
meno un plurigenere uguale ad uno e non composta con un’involuzione
abeliana di rango uno (%), & generabile con un gruppo di trasformazioni
birazionali della varietd di .P_IGARD V, in se

 Osserviamo sﬁbitd che se la verietd, W, imagine dell’involuzione
ha un p1u1'1genere P,=1, non vi possono essere su V, punti coniu-
.gati nell’involuzione. & varletﬁ o p—1 dimensioni. Infatti, conside-
riamo su ‘W, U'n-csima forma tensoriale (*) corrispondente all’z-genere

' CAYiy ey Your) (g((?:“ - ZP)))
; ) 14 +++y9p

essendo g, .y Yonr le coordinate non omogenee di un punto corrente
su W, supposta immensa in unc spazio lineare & p+ 1 dimensioni
'(y“.,.,JpH) ed A una funzione razionale su ‘W, la cui varietd di
zero, fuort della seziome di W eoll’lperplano impropric & una varleta,
' n-canonica di 'W,.

" Mediante la trasformazione razionale v essa si mute nella forma
tensoriale che da l'z-genere di V,, la- quale, quando si assumono
.come variabili indipendenti su V, le p variabili uniformizzanti la
varietd: wy, .., %, (cioé in altri termini i suoi p integrali semplici di
prima specie) agsume la forma: ' '

In due punti a,b coningati nella involuzione dovrd essere

(a(uu ,%))” (’0 [CT7 ,up))“

204y wry Oy )@ CLCTRRTRL MY/
ossia 1] determinante Jacobiano delle Upy ey up nell’intorno dia rispetto
calle w4y, .., %, nell'intorno di b uguaglia una radice n-esima dell'unita

{4) Ciob rappresentata a sua volta da una varieth di Pivagrp.

(*) Vedi Kiuuer, Forme differenziali e funzioni algebriche, « Memorie del-
‘1'Aceademin d’Tsalia», . 3, pagg. 5-19; (1932). La dimostrazione che adduciamo
5 'estensione di quella. data da BAGNERA De PRARO!IIS nella memoria cxtata
: ne]l’mtlodumone. . : :
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& percid costante e diverso da zero. Cid esclude la possibilitdh di
“varieth fondamementali a jp——l dimensioni coniugate a punti nell’m-
voluzmne data. '

8. — Supponiamo ora V, immersa in uno spazio lineare o p+ 1
dimensioni e siano @, ..,®,,; coordinate non omogenee del punto cor-
. rente su V,. Indichiamo con (@, .., @pys)y (@14 ooy ®pyy) due punti di'V,
coniugati nell’involuzione data e corrispondenti.rispettivamente ai
walori (wyy vy %), (W1, .., %) degli integrali w.

Le &', sono funzioni analitiche delle #; e quindi delle u; nell’in-
torno del punto considerato: &= (U ey Uy), i

Dimostriamo che per prolungamento analitico le &', == &',(4,, ..., %,)
danno Ilnogo a funzioni uniformi e meromorfe in tutto lo spazio S,
‘delle u. Ed invero esse possono essere prolungate analiticamente in
tutto Sp'eccezion fatta al pit per la varietd D a p— 2 dimensioni
che corrisponde alle coineidenze dell’involuzione, avendo in ogni punto
~carattere di funzione rezionale; d’altre parte ogni cammino chiuso di 8,
si pud ridurre tenendone fisso un punto, omotopicamente a zero senza
ineontrare D. Cié prova che le funzioni considerate sono uniformi
e moromorfe. ‘ '

Di piu le funzioni a';== a';(%,, ..., %,) sono funzioni abeliane certo
appertenenti alla matrice di Riemax n!e, essendo o == (0, la ma~
trice dei periodi degli integrali » ed n l'ordine dell'involuzione. Ed
invero ad una linea di S, congiungente due punti congrui mod n!e,
corrisponde su V, un cammino chiuso percovso n! volte il quale
quando si pensi percorso da (®,,..,%,,;) produce nei punti coniugati
nellinvoluzione la sostituzione identica. Cid .non significa affatto che
!w dia un smtema di periodi primitivi per le funmor Fa = (uy, oy,

YRR
sicché le @'; risultano funzioni razionali di quest’ultnne Le equazioni
‘tragcendenti della corrispondenze razionale che cosi si genera fra
la varietdh V_ pensata come ottenuta dalle equazioni parametriche
&= 2 (#yy vy #,) @ quella (birazionalmente identica a V) ottenuta

dalle ecquazioni parametriche ;= wi(ﬁ,...,ﬁ), mostrano come si

X £ u U
quei penodl sono invece primitivi per le funzirni @,=x|—, ..,
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_ p&sm d&l va,lon degh 1ntegra,h g, ...,u,, a quelh ui, iy Wy mediante
. una sostituzione hne&re

(3] S W P ket 0 (mod 7! w)
. ' i=1 .0 . '

a determmante |)1,,,|=|=O :
Lmsmme di tutte le possibili sostltuzmm [3] che cosl si often-. .-
gono per passn,gglo da un punto (@, ..., ,,,) &d uno qualunque degli »
_puntl del gruppo dell’mvoluzmne 1nd1v1duat0 da (mi, oy x,.,) costinisce
un gruppo G. ' : Co
_ “Entro G- consldermmo 11 sottogruppo I -delle trasformazioni di
_ 2*‘ specle di G: : R ' '
L . { u’,-‘_:__ u_{+._ci .

Cd=l e, P

Pomhe le coordinate Yuy s Yuut del punto corrente su W, sono,
: :_pensate come funzioni meromorfe delle u,, invarianti per le sostituzioni
. di G e quindi di T, quest’ultlmo gruppo ammette un smtem& di 2p
sostltuzmm generatmcl

(4]
e la varietd a,beliané, Z "001'1'ispondente alla matrice Q==(9,,) & tale che:
a) le coordinate ¥, .., ¥,.: del punto corrente su W,, come

funzmm delle u; appartengono alla matrice 2 e come fali risultano
funzioni razionali delle coordinate 2,,...,2,,; non omogenee del punto
corrente su Z, jusndo questa varietd s'imagini immersa in uno spazio
lmeare (zi,...,zj,u) a 13+1 dimensioni; : '

i b} le coordinate. z,,...,2,,, del punto variabile su Z, per la
medesima ragione sddotta in e si esprimono razionalmente per quelle
&5 ey Tyyy del punto variabile su 'V, in ‘quanto - Ira. le sostituzioni
:d1 G quelle che fanno passare dal punto (wi, oy m?,H) gl punto stesso'
hanno le costa.ntl : '

{ wy== e+ By,

i=1, .., P; hml,_,._. , 2

CL2p S
¢ ﬂ 21'_ P‘il'_mar

i=l,n,p

colle i, interi qualsiasi.
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- Ma por l'ipotesi che Vinvoluzione ‘W, non sia composta con un'in-"
: Voluzmne abeliana di rango 1 la corrlspondenz& razionale fra. Z,¢V

b di necessitd birazionale sicchd si pud senz'altro supporre Qm_,,mm _
D’altrs parte la possibilith di generare W, su Z,=7V, con un gruppo
" di trasformazioni birazionali di V, in s& discende dal f'atto che nelle (8}
"so si incrementano le u, di periodi @,.= o,., anche le u’; & incre-
-mentano di periodi appartenenti allo stesso ‘sistema chéd altrimenti
~le [4] non sarebbero le sostituzioni genera.tmm del gruppo T. Il teo-
rema & perclb dlmostru,to :

»

4, - L’ipotesi ammessa al n. 2 che Uinvoluzione W, non sia com- .
‘posta con un’involuzione abeliana di rango 1 & essenziale. '
e Riprendendo invero i] ragionamento precedehte, e’ supponjamo -
- Iinvoluzione W, generata su Z da,l gruppo delle trasformazioni
birazionali : :

6] rmﬁpzﬁmmuua+q . (mod@) -

i=1,..,2; I=1,2,.. :
e l'involuzione che rappresenta Z, su V, generata - (n 1 da.l gruppo_
delle tra,sforma.mom blra.zmna,h ‘

P

_ | W :
6 { (@) = uy(a) + 3ot (modw)
Uistnps w0 lyvemt B

~essendo o o . :
- Ju@=w(@) . (modw)
- .le equazioni trasecendenti della corri_spandénza fra Z, e V,.
Ebbene si riconosce subito. che éondizibné_nec_essaria_ e sufficiente
perché l'involuzione W, su V, sia generabile con un gruppo di tra-
sformazioni birazionali di V, in s& & che il gruppo delle sostltuzmm [6]

sia permutabile col gruppo delle sostituzioni (*)

{ u‘(z!) e u,-(z) + _?,.7\5. g,
d=1,,,.,2 : L

(*) Omé per incremento delle m(z) di pemodl (mod ») le u;(z) 8 mczemenmno . _.
“pure di pemod; {mod @), : :
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~colle * interi a"rb'itmfi.._ In tal caso.le [B} ¢ [6] insieme -pensate come
-gostituzioni fra i valori degli integrali u; in due punti di V, (cioé modw)
.danno -le tmsformamom bn&zmnah del gruppo che genera. su Y, -
- Vinvoluzione W,. g : '
- Tale & per- esempm il caso in cui le [B] siano tutte sostituzioni
di prima o seconda specie ma pud ben accadere che il fenomeno
indic&to:“non s1 'présenti come lo-mostra il seguente esempio, che
"e_sponia;mo per p =2, ma che ha evidentemente carattere generale,
" Sopra, la superficie di Prcamp Z, corrlspondeute alla ma,tnce di
Zpeuoch .

100
o={ 104

_dégl_i_;ini_;_egra,li g, uy di _prima gpecie semplice di Z, cioé sulla su-

... perficie prodotbo di due curve ellittiche armoniche, consideriamo

Iinvoluzione del 4° ordine generata dalla trasformazione birazionale

..7 : ’M'iéiui B 1 )

[ wy= ity (mo )

" Quest'involuzione possiede 4 punti quadrupli e 12 punti doppi
“ed & rappresentate da una supesficie razionale W.

Ed invero sono uniti per la [7] epperd quadrupli per l'involu-

-zione_gener&tﬂa. 1 punti uL:uQ':_Q, g = ?,62:1;-3; Wy :.O’ uzz‘lw-;- v ) .
U= gy e = 0.

-Sono invece uniti pel quadrato della, {7} eppero doppl per lin.
-'voluzmne Wi puut1 : :

1 i 1 ; i 1
u‘l:uz——g—-’ 'u‘:'wz".—.—"é"', 'H/,....-:—g, uzﬁ-’g—"’ ui:"‘z_’uzb_?’
1 i . 144 i 1
%y =0, uzm"g'} 4, =0, “9:‘2—; “13“:5‘”%“2——- g “1-—*?:“2“0;
i 1 14i i 144
uim—,uz;o, ui-_-—g—-, Uy == ) ;uiﬂ_-g,ugz_?

“Non vi sono altri punti uniti,
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Che la superficie W sia razionale discende sin dalls Tappresen-
tazione parametrica sia anche dal fatto che essa rappresenta una in-
~voluzione del 2° ordine sopra la superficie di Kummer relativa alla
trasformazione o', == — uy, w'y = ~ u,; involuzione che presenta dira~
mazione nelle 4 curve razionali deila superficie di KumMer provementl
dm 4 punti quadrupli della involuzione W su Z.

- Cid posto consideriamo la- trasformazione razionale (1,v;-v;) che
muta la superficie Z nella superficie di Prcarp V corrispondente alla
matrice

{10 vi 0 |
ﬁmw,,“_.(o o w:) s ly,>1)

dei periodi degli integrali sempliei di prime specie v,,v, di V, le
equazioni trascendenti della corrispondenza essendo :

oy = o,
{ 4y = (mod w)

L'involuzione W si muta cos! in un’involuzione d’ordine vy v,
su V non generabile con un gruppo di trasformazioni birazionali in-
quantoché le equazioni [7] su V non rappresentano pitt una corrispon-
denza birazionale di V in sd. '

Su V linvoluzione W h& 4.\'1\'2 puntl quadrupli 12v,v, puntl
doppi. -





