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ACADEMIA
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SULLA PERMUTABILITA
DEI FRAZIONAMENTI ELEMENTARI
DI UN COMPLESSO TOPOLOGICO QUALSIASI ¢

MICHELANGELC VACCARO

Svmmarive. — Elementarine partitiones complexuum topologicorum perpen-
duntuar, et determinantur omues casus quibus inter eorum binos quoslibet per-
muatatio fleri possit.

B noto (*) che, dato un complesso topologico qualsiasi, il suo fra-
zionamento vegolare si pud ottenere con una successione di fraziona-
menti elementari, disposti secondo un certo ordine, relativi alle singole
sue celle, In molti casi perd, e specialmente dal punto di vists pratico,
non b necessario estendere il frazionamento regolare a tutto il complesso
bensi di limitarlo ad alcuni frazionamenti elementari, ossia & un fra-
zionamento regolare locale. ' ‘

Risulta perd essenziale in questi casi (quali ad esempio il frazio-
namento elementare applicato a tutte le celle della stessa dimensione
‘di una data stella) saper riconoscere quand’s che due distinti frazio-
namenti elementari sono fra loro permutabili ossia conducono, dopo
I'applicazione di entrambi, allo stesso eomplesso frazionato, qualunque
sia Pordine secondo cui essi vengono applicati.

Dall’analisi che faremo risulterd che esiste un solo caso di non
permutabilith e precisamente allorchd le due celle, che vengono rispet-

{(*) Note presentate dall’Accademico Pontificio 8., Francesco Severi nella
Tornata dell’8 febbraio 1948. :
(") Vedi per ¢s. P. ALnxaxprorr-H. Hopr, « Topologie» I, pag. 187.

8  Acte, vol. XIT,
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tivamente frazionate, non sono ineidenti ma hanno almeno un vertice
in comune e sono contenute in almeno una stessa cella del complesso
dato. Tn ogni altro caso invece i due corrispondenti frazionamenti ee-
mentari sono permutabili,

I complessi di cni ci occuperemo saranno sempre costituiti da
sistemi di n-ple di punti, che per comoditd chiameremo ancora celle,
di un qualsiasi campo di vertici, tali che, se una n-pla fa parte del si-
stena, ogni n-pla ad essa subordinate ne fa ancora parte.

Fsponiamo in breve quello che intendiamo per frazionamento ele-
mentare,

Dato un qualsiasi complesso K e una gualsiasi sua cella K, che
si dird la cells relativa al frazionamento elementare che vogliamo de-
finire, si sopprima dal complesso K la stella di celle individuata da B,
ossia tutto lo colle di K contenenti B. Il sistema di celle che cosi si ot-
tiene & ancora un complesso K’ perché se una cella di K non con-
tiene I o quindi rimane, ogni sua faccia non contiene E e quindi rimane
anch’essa.

Agpiungiamo al campo dei vertici di K un nuove vertice P, cho
pud simboleggiare, se si vuole, la cella I stessa, e congideriamo la stella Z,
di centro P, che proictta da P il complesso Oy, contenuto in K o I,
costituito da tutte le celle di K ottentibili prendendo una qualsiasi
cella contenente la cella E e privandola di almeno un vertice di H.

La stella 3 cosi ottenuta & tale che le celle che le mancano perchd
essn sia un complesso non sono altro che Je celle del complesso Og ¢
appartengono quindi al complesso K. Cid vuol dire che il sistema di
celle riunjone del complesso K' e della steila X risulte ancora un com-
plesso Kj il quale dicesi ottenuto da K mediante il frazionamento ele-
mentare relativo alla sua cella K.

Tn un qualsiasi frazionamento elomentare ei sono celle che non
mutano, celle cho si trasformano e celle che compaiono ex nove. Precise-
mente una cella di K che non contiene la E non viene toccate dal
frazionamento; una celln A che invece contiene la E si muta in una
cella, A', che diremo la sua irasformata, che si ottiene gostituendo a
tutti i suoi verticl contenuti anche in E l'unico nuovo vertice P. Si
hanno infine delle nuove celle ottenibili prendendo la trasformate A’
di una qualsiasi cella A contenente E ¢ facendone la riunione con
una qualsiasi cella non vuota del contorno di E.
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In altre parcle wan qualsinsi cella A di K sé non contiene I ri-
mane inalterata, mentre se-la contiene si muta nel sistema di celle
del tipo:

- A+DP—DB

ove B & una qualsiosi cella contenuta in F e non wvuote. Se B coin-
cide eon K si ottiene la trasformata A’ di A.

Se la cella K & costituita da un sol vertice di X i) {frazionamento
elementare corrispondente si riduce all'identitd, se invece E & la cella
vuota del complesso K, siccome ogni celln di K contiene la B, non
¢l sono celle inalterate ma ogni eells F si muts nel sistems

A+P—B
sistema che purfroppo & vuoto in quanto non ci sono celle B non
vuote contenuie nella cella vuots E. Il complesso K, & pertanto il
complesso vuoto,

La reiterazione di un qualsiasi frazionamento clementare ports
a frazionare il complesso frazionato K, in un suo vertice P, cago che,
come abblamo visto, & I"identita, ossia il frazionamento porta al K, stesso,

Pertanto tutte le potenze dell’operaszione « frazionamento elemen-
tare » o partire dalla seeonds si riducono a coincidere col fraziona-
mento stesso.

La situazione & un’altra se dopo un trazionamento elementare
se ne applica uno diverso e gui appunto sorge la questione della loro
permutabilith. Bisogna perd precisare le cose. Cousideriamo due diversi
frazionamenti elementari di wno stesso complesso K, ossia relativi a
due diverse celle E, e B,. Ognuno dei due frazionamenti pud essere
inteso oltre- che applicato a K anche applicato al frazionato di X me-
diante il rimanente frazionamento elementare, ove & da intendersi che
la celle ad esso relativa va sostituita con lo sua trasformate se essa
viene toccate dall’altro frazmonamento.

Si ottengono con cid due complessi K, w, ¢ Ky, aventi lo stesso
campo di verticl. Se questi complessi coineidono, i due frazionamenti
corrispondenti si dicono permutabili, altrimenti no.

Non sempre esiste quosta permutabilith e noi ci proponiamo ap-
punto di ricercare i casi in cul essa vale. Il risultato della nostra ana-

'8 Acie, vol. X1,
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lisi ¢i porta a concludere affermativamente per i frazionamenti elemen-
tari relativi & coppie di celle o disgiunte, o indipendenti o incidenti
o negativamente nei casi contrari contemporaneamente a tutte e tre
queste possibilitd. Fsaminiamo infatti 1 vari casi possibili.

1. Caso DI DUR CELLE DISGIUNTS. - HMsaminiamo dapprima il caso
di due frazionamenti elementari relativi a due celle E, ¢ T, disgiunte,
ossia prive di vertici comuni ad entrambe.

Tn questo caso ognuna delle dne celle nou & toccata dal frazio-
namento elementare relativo alla rimanente. Studiamo per egempio la
strutturs di Kg,x,.

Una cella A non contenente la B, vesta inalterata dopo il primo
frazionamento. Se non contiene neppure la I, vesta inalterata anche
dopo il secondo, se la contiene si mnta nel sistema di celle

A+ P, —B,.

Se {nvece si ha una cella A contenente la 1T, esss dopo il 1° fra-
zionamento i muta nel sistema di celle del tipo

A4 P,— B,

Se A uon contiene [, nessuna di queste celle la contiene e re-
stano perbanto inalterate nel 2° frazionamento; se A invece contiene My,
giccomoe 13, & una cella contenufa in'El, & anchiessa disgiunta da B,
o quindi ogni cella A+ P -1, contiene [, e si muta nel 2° frazio-
namento nel sistema di celle

Riassumendo si hanno i 4 tipi di celle:

a) A,

b) A+P,—DBy,

¢) A+ Py — By,

d) A4+ P +Py— By~ By,
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ove A indica mna qualsiasi cella K che rispettivamente:

¢) non contiene nd K, né B,
b) contiene la ¥, ma non la E,,
¢) contiene la B, ma non la I,

d} contiene sia la B, che la I, .

In questo caso pertanto la simmetria di strobture del comploesso
K,z rispetio alle due celle T, o |, ci porta a concludere che esso
coinecide con Iy, 1, ossia cho due [razionamenti elementari relativi a
due celle disgiunte sono fra loro permutabils.

2. Oaso Dr 2 cerem twoieNpeNer - saminiamo ora il caso di
due frazionamenti elementari relativi a due celle indipendenti ossia tali
che nel complessso X noun ¢’& alouna cella che lo contenga entrambe.

Anche in questo caso ognuna delle due celle non & toccata dal
frazionamento relativo alla rimanente. Studiamo ad esempio la struttura
det complesso Ky, Una colla A che non contenga la K, resta
malterata dopo il primo frazionamento. Se non conticne anche la E,,
egsa’ &l ritrova inalterata in K, z,; se contiene la B, essa si muts nel
sistema di celle A + P, — B,.

Se invece si & in presenza di una colla A contenonte la Ity , essa
s1 muta nel sistema di celle A 4 P, —— B, . La cella A, contenondo la B, ,
non pud contenere la I}, perché E, o I3, somo indipendenti: da cid
risulte che neppure la A 4P, —B, pud contonere la I, o quindi ogni
cella di questo tipo resta inalterata mel secondo frazionamento.

Riassumendo si hanno i 8 tipi di celle:

a) A
by A+ P, — B,
¢) A4+ P, —1,,
ove rispettivamente A indica:
a) una cella che non contiene nd I, nd By,

b) una cella che contiene solo la I,
¢} una cella che contiene solo la B, .

Dalla simmetria del risultato si deduce anche qui che fraziona-
menté velativi a celle indipendenti sono fra loro permutabili,
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3 (lago DI DUE CRLLE INCIDENTI - Esaminiamo infine il caso di
due frazionamenti relativi a due colle incidenti ossia o due eclle H;
e F, di oul la secondas, ad esempio, & contenuta nella prima {ma nomn
vicoversa).

Esaminiamo dapprima lo siruttura di Kg, s, E da notare innanzi
tutto che lu K, resta inalterats mel primo frazionamento giaeché non
contiene ¥, .

Una cella A che non contiene K, resta inalterata dopo il primo
frazionamento. Se non contiene meppure la B, resta inalterata anche
dopo il secondo. Se invece contiene la E; essa da luogo al sistema
di celle del tipo

A+P,—B,.

Passiamo alle celle A che contengono la E,. Tsse sl mutano
ciascuna in un sistema di celle del fipo

A+ P, —B,.

La A, in quanto contiene la B, contienc anche lu I; ¢ pertanto
jo cells A+ P, — B,, con B, cella B¥, avente almeno un vertice in
comune con K,, non contengono la K, e quindi restano inalterate;
quelle invece con la B, priva di vertici in comune con I, confengono
ln B, e pertanto si wuteno in sistemi di celle del tipo

A+P,—B,+P,—B,.

B, ¢ B, non hanno vertici in comune: B, &in B —F; e B, in Ey;
la loro riunjome & quindi una qualsiasi cella B, non vuota contenuta
in B, ma non in K, nd in B, — B, ¢ con cid le celle in questione
diventano della formsa

A+P,+P,—B,.

8i hanno pertento i 4 tipi di celle:

a) A,

b)Y A+ P, — B,

¢) A4 P, — B,

d) A+ P, 4Py — 1y,
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ove A indica rispettivamente

«) ung cells, che non contiene né K, né E,,
&) una colla che non contiene B, ma solo T5,,
¢) e d) una cella che contiene E, (e quindi anche I,),

Queste ¢ la struttura di Kg,p,. Passinmo ora a gnella di K, 5,
ot 1 . 13 + - . -
K da notare innanzitutto che dopo il frazionamento relativo a I, la
K, si trasforma nella

B, + P, —-E,

e pertanto & rispetto a quest’ultima cho va applicato il secondo fra-
zionamento,
. Une cella A non contenente la X, rimane inalterats; essa non
contiene neenche la E, + P, -~ E; per la presenza in questa di P,
e quindi resta inalterata anche in Kz, g,

Consideriamo invece una cella A contenente la E,. Essa si muta
nel sistemna di celle del tipo

ALP,—B,.
Ogni cella di questo sistema pud o non pud conteners a seconda

dei casi la cella E, + P, —E, trasformata di E,. Por distinguere i
due casi consideriamo la cella virtuale

A+P—DB;, —(E+P, —E) = A+ E, — I, — 1,
che si pud anche scrivere cosi:
(A —E,)— (B, —3B,) .
Questa risulters una effettiva cells solo se la A contiene la E,.
Portanto se A non contiene la E, le celle del tipo A + P, — B, non
contengono la cella E, +P; — K, e quindi restano inalterate nel se-

condo frazionamento. Se invece A contienc E, la cella

A+P, B,
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contience la B, + P, — K, ¢ si muta quindi nel sistema di ecelle
A4+ P, — B, + P, — Baar,.-r

ove By,p,.w, & una cella qualgiasi ma non vuota in [ + Py~ IE,.
Distinguiamo o questo punto due casi secondochd questa cella B
contiene il punto P, oppure non lo contienc. Nel primo caso i hanno

le celie
AP — Hz e :[3”]:31._.[39

ove B” pud esserc anche la eolln vuota ossia pereid le celle

ove B*, & una qualsiasi cella di Xy con almeno un vortice in I,
Nol secondo casgo Invece si hauno le celle

A+P, + Py By — By, = A+ P+ Py — B,

con B, qualsiasi di £, ma non contenuta in I, né in B, — I,
Riassumendo si hanno 1 4 tipi di celle
a)y A,
by A 4Py — B,
¢y A+ Py — B¥,
d) A+ P, + Py 1y,
ove A indica rispettivamente:
@) wna cella che non contiene I, (e quindi nemmeno K,
b) wna cella contenente la K, ma non la I,
¢) e d) una cella contenento la Hy; (e guindi anche la RKy).
Dal confronto dei risultali raggiunti si coneclude pertanto che
nel caso di celle incidenti 4 velalivi frazionumenti elementari sono fra
lovo permutabili.

4. (JASO DBLLA NON PERMUTABILITA. — Vogliamo ora far vedere che
ogni voita che due frazionament clementari si trovano in ciascuna
delle situngioni opposte al tre “casi precedenti contemporaneamente,
ossin relativi a celle dipendenti, con almeno un vertice in comune e
non incidenti, essi non sono fra loro permutabili.
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Consideriamo infatti due celle I8, o K, nella situazione suddetts:
sia ' la cella loro intersesione (minore di entrambe perchd non ineci-
denti ma non wvuota perchd esse non sono disgiunte), A la cella loro
riunlone (maggiore i entrambe percls non incidenti ma appartenente
al complesso K dato perché esse sono dipendenti), H, e H, le due
celle non vuote date da

=K —F, H=F-F

e quali risultano disgiunte fra loro in quanto F & Vintersezione di I,
con B,

Applichiamo ora successivamente nell’ordine i due frazionamentd
relativi ad B, ed E,. Dopo il primo frazionamento compare la cells

oy 4, + 1,

appartenente al sistema in cui si muta la cells A (che contienc la 1),
Questa cella non contiene E, (che non & stata toccata dal primo {ra-
zionamento) ¢ pertanto resta inalterata dopo il secondo frazionamento
o fa parie di Kpgu,. Facciamo vedere che essa invece non fa parte
di Ky,z,. Hssa infatti non fa parte né di K né ai Ky, per la presenza
in essa del vertice P,; dovrebbe pertanto comparire dopo Iultimo
frazionamento, cioé quello relativo alla 1, , ossia cssere ottenibile da
ma cella di Ky, contenente I,. Ora in essa ¢’d la cella H, che, dopo
il primo frazionamento, risulta indipendente da E, in quanto ogni
cella C contenente B, o H, (ossia A) scompare ¢ al suo posto ven-
gone celle del tipo A 4 Py—B,, celle che in ogni caso non possono
contencre contemporancamente K, ¢ H, giacché B, & sempre non vuota.,
Cio significa che ogni cella di Ky, contenente la ¥, non pud contenere
la I, ¢ non pud genervave quindi la H, + H, + P,.

La H, + H, 4 2, non compare percid nemmeno neli'ultimo frazio-
namento, non fa parte ciod di Ky, Analogamente per H, + H, 4 P,.
S conclude pertanto che 1 due complessi Ipw, Kp,u, sono fra loro
distinti ¢ quindi due frazionamenti elemeniari relativi @ una coppin di
celle non incidenti, non disgiunte e dipendenti non somo mai fra loro
permutabili,





