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UNA OARATTERIZZAZIONE GEOMETRICA
DELLE VARIETA ARITMETICAMENTE NORMALI (*‘)

IFEDERICO GAETA

SYMMARIVM. — Anctor determinat quae condicio necessaria sit, eademque
sufficiat, ut ex eo quod systems linears, a formis ordinis 1(<2) super. aliquam
algobricam varietatem sectum, completum sit, conciudl possit completum esse stiam
systema. quod secetur a formis ordinis l—l

Scopo di questa Nota & di stabilire il seguente teorema:
8e V, & una varietd algebrica irriducibile appartenente allo S,
sulla quale le forme di un dato ordine 1(=2), seghino un sistema li-
neare completo, condizione necessaria e sufficiente affinché lo stesso accada
per le forme di ordine I —1, & che sopra un qualungue iperpiane le
forme d’ordine I per V,; seghino un sistema linedre completo (V).
Supporremo (come si pud senza restrizione) che lo S, scelto
sia quello d’equazione x, = 0.
La condizione & sufficiente. Le forme F* per V = (Vg S,.,,i) se-
gano sopra V,, fuori di V, un sistems lineare completo, contenente
totalmente il sistema staccato su V, dalle F*-*. Bisogna provare che

Y

ogni varieth M di questo sistema & segabile con una F~t. Infatti,

M +V & la completa intersezions di V, con una T d’equazione f; = 0,
segante I'iperpiano x,=0 in una Vi, che por 1poteS1, & sezione di
un’alra forma d’ordine I, f; =0, passante per V. - '

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontr,fmm I‘rancesco Soveri nella Tor-
nate dell’8 febbraio 1948,

' (1 Por le curve (d=1) il teorems fu enunciato.senza dimostrazione dal

prof. SEVERI nel Seminario dell’Istituto di Alta Matematica in Roma. Vedi anche

per un teorems dello stesso tipo: F. Smvery, Serie sistemi. d'equivalenza ¢ corii-

spondenze algebriche sulle varietd algebriche (a cura di I, Conrorto e¢d E. Man-

TINELLI, Roma, Cremonese 1042), pag. 871-872.
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.-N.Ql' .f.a:scio fi+Afo==0, la cui forma generica passa 13@1"-'M';;;V,

.. esiste una forma spezzata in.a,==0 ed in un’altra g==0 d’ordine -1,

Pertanto ¢ = 0 sega completamente Vd nella varietd M.

L condizione & necessaria, Sia Vi una vanetﬁ (3 -— 2)-dimen-
sionale d’ordine I delliperpianc x,= 0 passante per V. Se non ei
sono F* per V, seganti @, =0 nella Vfbg, ogni forma f;==0, d’or-
dine I, per Vis segherd V,; ulteriormente, fuori di 'V, in una varietd M
segabile completamente, per ipotesi, con una forma g==0 d’ordine 7 —1.
Allora, f; =0 e &, ==0 segano V, nolla stessa varietd V--M. Quindi,
una certe combinazione lineare [+ Az, g = f, contiene V,. Eviden-
temente f, =0 sega ®,=0 nella Vf,hg, contro l'ipotesi che non vi
sieno forme siffatte passanti per V,. .

Segue come corollario che se la 'V, gode della proprietd cke esista
un numero naturale A\ tale che le forme d’'ordine lz% seghino su V,
un sistema lineare completo, allora, le forme d’ordine 12 %-+1 conte-
nenti 'V, segano sopra ogni iperpiano S,_, un sistema completo.

92, - It ora opportuno qualohe raffronto fra il teorema dimostrato
® taluni recenti risultati di algebra moderna. Zariskr chiame, varietd
normali (in senso aritmetico) quelle V irriducibili per le quali 'anello
Ko, 04y .yn,] & integralmente chiuso mel suo corpo quoziente, es-

"gsendo K il corpo fondamentale e #y, %4y, ..., lo coordinate omogenee
del punto generico di V (*). Queste varietd sono altresi normali nel
senso algebrico-geometrico, ma il reeiproco non & vero. H.T. Monry (%)
earatterizza le varietd aritmeticamente normali eome quelle V sulle
quali le forme d’ogni ordine 7 segano un sistema lineare completo.
- Lo stesso Zarisg1 he introdotto il concetto di varietd localmente
normale come segue:’

Una varietd irriducibile V & localmente normale lungo una sotto-
varietd irriducibile W quando I'anello quoziente Q(W) & integralmente

) () O. Zarisky, Some resuils in the arithmetic theory of algebraic varielies
(« Amorican Journal of Mathematics », vol. 41, 1989}, pag. 262,
(&) H. T, Monry, 4 remarl on normal var ietics {« Annnls of Muothematics »,

vol, 42, 1941), pag. 921,
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chiuso nel suo corpo quoziente (*); V & localmente normale quand’s
localmente normale in tuttl i suol punti

Zantsk1 osserva poi che le varietd prive di singolarith sono sempre
localmente normali epperd le varietd localmente normali si possono
caratterizzare come quelle per le quali sono completi i sistemi tagliati
dalle forme da un certo ordine 7. in poi.

P. DUBRDIL, alla sua volfa, chinma varietd di prima specie, quolle
varietd pure (non necessariamente irriducibili) tali che le forme d’ogni
ordine I del loro ambiente passanti per V, segano sopra un iper-
piano S,_;, non contenente nessuna parte irviducibile di V,, il sistema
completo delle Vi per (V,, 8, ()

D’accordo con questa nomenclatura il corollario del numero pre-
cedente dice;

Ogni varietd aritmeticamente normale & di prima specie. Una va-

\

rietd localmente normale di prima specie & normale.

In particolare:
Per le varietd irriducibili e prive di punti multipli i ooncettl di
varietd aritmeticamente normali e varietdh di prima specie e01_nc_1dono.

(1) O. Zarisxl, Normal varieties and birational correspondences (« Bulletin
of the American Mathematical Societys, vol. 48, n. 6, 1342}, pagg. 402-413,
He 0y, %y, ..y, sono lo coordinate del punto generico di V, si chiama anello
quozients di una sottovariotdh W-di V, 'anelle del quozionti F(s)/g(n} dove fe g
_sono forme dello stesso ordine in g, ..., w. e g0 in W, '

() P, DusrmiL, Quelgues proprietds des varictds algdbrigues se¢ rattachant
aux théories de l‘algébre moderne (« Act, seientifiques ot industrielles», 210, Dxposé
math. & In mém. de J. Herbraxd, XTI, Hermann, Paris, 1931)






