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ACADEMIA
SCIENTIARVM
SU UN PRINCIPIO FONDAMENTALE
DELLA STATICA )
GINO ARRIGI:'_[I
Syumariva, — Novem illins logis, quae «parallelogramma viviums vocatur,

demonstrationem  Auctor tradit; gun vatione id obtinetur, ut fieri possit demon-
stratic quornmdam principiorum, quae antea saepe postulata recensebantur.

§ 1. - In questa nota ci proponiamo precipnamente una dimostra-
zione analitica della <legge del parallelogrammo delle forzes» la quale
richieda un minor numero di condizioni analitiche relativamente alla
funzione d’angolo. La equazione funzionale de noi trovata e risolta nel
campo delle funzioni continue ci permette di compiere un pesso non
breve in tal senso gincché, a parte la continnitd che & pur ora richiesta,
in luogo della esistenza di tutte le derivate in un punto (zero) & ora
semplicemente richiesta lo esistenza della sola derivata seconda gene-
relizzata in tal punto(*). :

Reputiamo perd che tale dimostrazione, nell’ordine di una critica
i fondementi della statica, he da vedersi nel quadro pilt ampio di
une postulazione che, tenendo conto della immediatezza sperimentale
o intnitive che convengono a quelunque parte della fisica presenti un

{*) Nota presontota dall’Accademico Pontificic 8. E. Giovanni Giorgi nolls
Tornate dell’ 8 febbraio 1948,

() LmoNina-ToNELLE, Serie trigonemetriche. Zanichelli, Bolognn, 1528, Cap. 1,
pag. 87, )

4  Adota, vol. X11,
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carattere di minimo. Pertanto in tale senso abbiamo veduto .anche
questo problema di notevole interesse per la meccanica la quale,
d’altronde, trova gid trattati e approfonditi i corrispondenti problemi
per altre scienze. Si vedrd cosi, e cid sard rapidamente accennato, che
‘non pochi enunciati talvolta presentati quali postulati risultano dimo-
strabili.

A base del nostro studio abbiamo assunto quale definizione di
forza, quella fornita da S.E. Grovaxzt Grorer in quanto, per la sua
precisione o sccuratezza & stata preferita alle altre come pili immediate
o idones a fornire una opportuns schematizzazione formale delle de-
finizioni di equivalenza o di equilibrio. Riportiamo qui di seguito tale (*).

Derisiziose 1. — Forza ¢ qualunque azione fisica, applicabile o ve-
movibile a volontd, che abbia gli stessi effetti meccanici come un filo teso,
paragonabile e misurabile per confronto con altro determinato filo teso,
assunto come -campione.

“Indicando con T, S, 8,... i sistemi, ovverosia aggregati, di forze
e con S+ § Vaggregato di due sistemi § e §' ovverosia l'assieme di
tutte le forze che costituiscono S o ', rappresenteremo col simbolo )
Ja totalith degli effetti meccanici che, per essorvi applicato il sistema
di forze S, sono determinati in un sistema nmaterigle M il quale ad
an istente ¢, ha M, e C, quali configurazione o caratteristiche mec-
caniche. In realtd a talo simbolo avremmo dovuto apporre lo indicazioni
relative agli enti prodetti ma che riteniamo come sottintese: cid per
semplicith di serittura e per il fatto che nei ragionamenti che seguono
si chiede che tale scclta sia fatta con totalo arbitrarietd fra le compa-
tibili anche, naturalmente, circa le possibilita, di agire dei sistemi di
forze. Premesso questo si pone

DerinizionE 1. ~ Due sistemi, di forze S e 8, sono equivalenti
quando, con un altro sistema T arbitrario, si abbia Uequivalenza degli
effetti meccanici, espressa col simbolismo (T+8)=(T+8)

Dal carattore di equalilitd di tale definizione seguono le proprietd
riflessive, simmetrica e trausitive dells equivalenze.

Dermizions 111 — Un sistema S & in equilibrio quando, con un si-
stema T arbitrario, si abbia (T +8)=(T).

() Giovarst Grora, 1 postulobi della statice. « Commentationes» della Pon-
tificin Academia Secientinrum, Anno VI (1948), Vol, VII, n. 1B. '
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AssioMa 1. - I caratteri di equivalenza ed equilibrio dei sistemi
permangone per spostamenti rigidi dei sistemi stessi, T

A questo punto giova osservare che possono immediatamente di-
mostrarsi le note proprietd circa lo aggregazioni di sistemi in equilibrio
od equivalenti aleune delle quali sono talvolta presentate come postu-
lati. Discende altresi che condizione necessaria e sufficiente affinchd
una forze sia in equilibrio & che la sua grandezza sia nulla.

§ 2. — Posti tali proliminari, dal criterio seguito per la misura
della. grandezza delle forze segue che la «legge del parallelogrammo »
& provata nel caso particolare in cui le due forze abbiano direzione
© senso, oltre che punto d’applicazione, identici, ma per procedere oltre
& opportuno porre

Posruraro 1. Condizione necessaria per Uequivalenza di due forze,
entrambi non nulle, & che abbiano la stessa direzione,
~ Posruvaro II. 11 sistema di due forze con grandezza e punto d’appli-
cazione identici (non equiverse se con la stessa linea d’azione) & equiva-
lente ad wna forza con lo stesso punto d’applicazione (resultante).

Dove la esclusione in ineiso si riferisce a caso in cui la proprieta
stessa & gid provate. La rosultante, quando non sia nulla, non pud
avere linea d’azione distinta dall’asse di simmetria del sistema altri-
menti una rotazione di questo di ampiezza = attorno al predetto asse,
rotazione che lascie inalterato il sistema, ci mostrerebbe la equivalenza
di due forze con direzioni diverse ¢ cid contrariamente al postulato I;
pertanto, detta @ l'ampiezza dell’'angolo (convesso o concavo) delle due

- -+
linee d’azione orientate, ¢ la grandezza comune delle due forze, i il
vettore unitario dell’asse predetto volto all'interno dell’angolo (indeter-
minato per x===), il vettore 1&ppresent&t1v0 della- 1‘esultante (escluso
il caso citato) & fornito dalla
_
u = f(a, x)i
essendo ¢ e « le uniche variabili da prendersi in considerazione., Con
ragionamento dimensionale e ponendo f(1, ) = 2¢{x) si trova ossere

- >
[1] u=2¢(x)ai
dove: ¢{0) =1, ¢(8n — @) == — ¢ (). Poniamo adesso
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% Apstoma IL = La grandezza della resultante & funzione' continud
d_ell’aﬁgolo delle due forze del sistema. ™ Coene T
2 'Quindi, poiché dall’ultime delle precedenti si ha 3(w) = 0, segue
okie ‘il ‘sistema di due forze con lo stesso punto d'applicazione e vettori
ra.'ppreéenta,tivi opposti & in equilibrio e che la [1] & comungue vera
senza pit la restrizione precedentemente fatta. Notiamo altresi che, con
decomposizioni rese lecite per quento fin qui detto, la «legge del
~ parallelogrammo » & provata ora nel ©aso in cui le due forze, aventi
direzione e punto d’applicazione identici, hanno senso e grandezze
anohe diversi. Segue pure che condizione necessaria e sufficiente per
l'equivalenza di due forze con linea d’azione e punto d’applicazione
jdentici & la eguagliunza dei loro vettori rappresentativi e che 1] sistema
indicato nel postulato IT non & in equilibrio guando le sue due forze
. hanno linee d'azione distinte. Ritornando alle [1] ¢i proponiamo adesso
1, ‘determinazione della @(x) che ivi compare ¢ per le. quale, ricapi-

tolando, si ha D SRR '

."P(O)—”—-l., 'q)(-n:):() ) ' @(27:):”]_.

q(@)>0 per Osae <7, (m) <0 per < S 2T

ciod la resultante & volta all’interno dell’angolo convesso delle due limee
d'azione orientate.

‘Dotte F, e F, le forze costituenti il sistema in parola, si consi-
derino altre forze ¥, e F, con grandezza e punto d’applicazione identici
a quelli delle - precedenti e complanari “con esse, essendo inoltre:
aug (T, B =ang(F, F) =2, ang(F,, F;) = ang(Fy, Fy) =y con 2 © ¥
non coscavi, Considerando che la resultante di F, e I, forma un angolo
di ampiezza y con quella di F, e F, e la loro comune grandezze & 2¢(x)a
e che 1p resultante di F, e ¥, ha la stessa linea d'azione della resul-
tante di ', e ¥y, tenendo counto di quanto sopra, si ricava

4(@) g(y)a = 2p(x + yla+ (@ — y)a.
oOVVere

(2] 2o(@) o (y) = ¢ (@ -+ ) + ¢l@ +¥)
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da cui discende subito: g(-—w) = ¢(x). Dalla equazione funzionale [2]
segue : - : :
ol Y@ 200y + o(—p) e+ y) - 2¢@) + 9@ — )
o (x) : = . T
¥ ¥
quindi, quando esiste (finita) la derivata seconda generslizzate di ¢(a)
nel punto @ =0 ovverosia il

¢@) — 2¢(0) + p(— )
P

lim

= k* {con k reale o immaginario puro)
y>»0 | : .

si avrd
a D¢ (@) = k*o ()

essendo D? il simbolo di derivazione seconda generalizzata ciod

Dro(w) = lim 2& LN —29(@) + ¢(® — g)
- -0 Yy
Nel nostro caso non pud aversi k* == O altrimenti, per un teorema
di Scawarrz ('), avremmo che ¢(x) & una funzione, lineare; ma, te-
nendo conto delle ¢(0)=1 e ¢(—x) = ¢(x), resulterebbe sempre ¢(u)==1
il che non & Atteso il caratters di continuitd di ¢(a) esiste una fun-
zione (continua) ¢(x) tale che D*{ix} = k*¢(x), dove D* e il simbolo di
derivazione seconda ordinaria, d'altra parte & D?d(a) == D*{ () e quindi

Do (2) — ()] =0 .
Da qui, per il precitato teorema di Scuwarrz, discende
(@) = {(&) + pae =q (con p e g costanti)

la quale ci assicura la esistenza della derivata seconda ordinarie di ¢(x)
eguale & quella della ¢ (). Avremo in definitiva la equazione differen-
ziale ordinaria

D*¢(2) = k*g(w)

il cui integrale generale
ey 6" 4 gy ™ (con ¢; e ¢, costanti arbitrarie),

tenendo conto che ¢(0)==1, $(r)=0, (—z)==¢{w}, ci fornisce qa(m)mcoa-g- .

(*) Opern cituta in nota (1) -~ Cap. II, pag. 96.
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. Pertanto, tenendo conto della (1], la <logge del paralielogramma»,
 provata nel caso particolare in cui le due forze abbiano eguale gran-
dezza e, con. facili successive generalizzazioni che si valgono volta a
_volts dei risultati precedentemente otfenuti (), risulte infine comple-
‘temente dimostrate nel caso pit gencrale.

'§ 8. - Prima di concludere queste note osserviamo che, subito
dopo la constatazione dell’equilibrio di un sistema costituito da due forze
con vettori opposti rappresentativi e lo stesso punto d’applicazione fatto
nel precedente paragrafo, possono immediatamente dimostrarsi le note
proprietd, circe le forze opposte od i sistemi opposti agenti sopra i
corpi rigidi quando si ponga l'ulteriore '

Posturato IIL — Nell’agire sopra um corpo rigido, due forze con
linea d’azione, senso ¢ grandezza identici sono equivalents.

_Ancora relativamente alle forze agenti sopra un corpo rigido siamo
adesso in. grado di risolvere i moti problemi di composizione & de-
composizione, Il carattere di tipo, clod la non equivalenze fra due
qualungue di essi, per i sistemi ridotti (due forze sghembe, forza non
nulle, coppia, equilibrio) ai queli ci si pud sempre ridurre coi metodi
testd accennati, pud provarsi immediatamente con la introduzione di un
nuovo postulato che potremmo, ad esompio, sceglierc nella forma

Postunato IV, - Fsiste una coppia che non & in equilibrio,

(*) VinomNzo Awrcr, Corso elementare di meccanica ed idraulice. Ricordi,
Firenzs, 1840, Vol. I, Nota IT, pag. 536, penultimo capoverse sino alla fine. Tale
dimostrazionos pud evidentemente semplificarsi ancora, :






